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Аннотация. Сформулирована задача стационарного теплообмена в шахтных слоевых печах, в которых побудительной причиной движения 
обрабатываемых материалов является их плавление. Здесь проявляется та особенность процессов переноса энергии, что их интенсивность 
в значительной степени определяется скоростью движения материала, которая в свою очередь существенно зависит от темпа плавления 
частиц. Поскольку единственным способом примирения указанного противоречия является итерационный подход, то в целом при матема-
тической формулировке задачи приходится прибегать к идеализации отдельных явлений. В частности, отдельные идеализации являются 
вынужденными в силу недостаточной теоретической проработки ряда вопросов, например, математической теории движения сыпучих 
материалов в шахтных печах. При описании газомеханики слоя в работе используется приближение безвихревого течения. 
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В последнее время работы по математическому мо-
делированию металлургических агрегатов развиваются 
весьма интенсивно. Однако вопрос о надежных методах 
оптимизации их конструктивных и режимных парамет-
ров, в особенности шахтных слоевых печей, все еще 
остается актуальным, поскольку имеющиеся математи-
ческие модели газодинамики и теплообмена не учитыва-
ют механизма движения слоя материала, подвергающе-
гося тепловой обработке. В каждой конкретной шахтной 
печи источники движения материала специфичны, од-
нако имеется класс агрегатов, в которых побудительной 
причиной движения является плавление шихты. В этом 
случае скорость движения (опускания) материалов сама 
является суммарным результатом развития теплофизи-
ческих процессов, что должно найти отражение в мате-
матической модели шахтной печи  [1  –  3].

Рассмотрим эту проблему на примере шахтной печи 
для расплавления медных пластин, полученных из цеха 

электролиза. Физическая постановка задачи заключает-
ся в следующем (рис.  1). В шахтную печь высотой H и 
характерным средним радиусом R через дискретно рас-
положенные газораспределительные устройства диа-
метром dф (в дальнейшем называемые фурмами) вду-
вается газ (продукты сгорания топлива) в коли честве 
Qv  ,  м3/с, с температурой T0 ,  °С. Для создания необхо-
димой высоты зоны плавления газораспределительные 
устройства размещаются на трех горизонтах, причем 
расстояние от «днища» печи до плоскостей осей фурм 
составляет H1ф , H2ф , H3ф , м. Сверху в печь загружают 
шихтовые материалы, эквивалентный диаметр частиц 
которых dм0 , м, температура t0 , °С, а объемный расход 
Qм ,  м

3/с. В процессе передачи теплоты от газов к мате-
риалу происходит его нагрев, плавление и перемеще-
ние. Требуется найти распределение температур и ско-
ростей материала и газов в объеме печи.

Хотя горячий газ вводится в рабочее пространство 
печи дискретно, будем считать движение теплоносите-
лей осесимметричным. Основанием для такого упро-
щения является то обстоятельство, что для рассмат-
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риваемой конструкции печи расстояние между осями 
фурм по окружности наружной поверхности не превы-
шает 0,54  м, а при этих условиях уже на расстоянии R 
от плоскости фурм течение газов становится практиче-
ски двумерным [3].

Математическая формулировка поставленной зада-
чи в предположении о безвихревом установившемся 
характере движения газов и материалов включает сле-
дующие уравнения.

Уравнение баланса массы газов (уравнение нераз-
рывности) имеет вид

           (1)

где r и z – радиальная и аксиальная координаты, м; wгr 
и wгz – радиальная и аксиальная компоненты скорости 
газа, м/с; ε – порозность слоя; ρг – плотность газа, кг/м3.

Вводя функцию тока ψ(r,  z), имеющую смысл массо-
вого расхода газа, соотношениями

           (2)

и используя условие отсутствия завихренности  

 [4 – 8], получаем определяющее уравнение 

для функции тока

        (3)

Уравнение теплового баланса (энергии), объединен-
ное с уравнением неразрывности, запишется так:

         (4)

где cг – удельная теплоемкость газа, Дж/(кг·К); T  – 
температура газа, °С; tмас – среднемассовая темпера-
тура ма териала, °С; L – удельная теплота плавления 
материа ла,  Дж/кг; αV – объемный коэффициент тепло-

передачи,  Вт/(м3·К);  степень расплавле-

ния куска шихты, доли; ρм – плотность материала «кус-
ка» шихты, кг/м3; τ – время, с.

Соответствующие схеме рис.  1 граничные условия 
уравнения (3) имеют следующий вид:

  (5)

здесь Q1V + Q2V + Q3V = QV  .
Заметим, что соотношение 

          (6) 

Рис. 1. Принципиальная схема газовой шахтной печи

Fig. 1. Principle scheme of the gas shaft furnace



426

ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ.  ЧЕРНАЯ МЕТАЛЛУРГИЯ.  2016. ТОМ 59.  № 6

эквивалентно утверждению об одномерном характере 
движения газов на выходе из слоя.

Для температуры газа на оси печи (r = 0) имеем 
условие симметричности температурного поля:

    (7) 

На стенках печи (кроме фурм) задаются потери теп-
лоты конвекцией и теплопроводностью в окружающую 
среду при r = R:

      (8)

здесь k – коэффициент теплопередачи от газа в окру-
жающую среду, Вт/(м2·К); α1 и α2 – коэффициенты 
теп лоотдачи на внутренней и внешней поверхнос-
ти,  Вт/ (м

2·К); Si – толщина i-го огнеупорного слоя клад-
ки, м; λмi и λг – коэффициенты теплопроводности i-го ог-
неупорного слоя и газа у внутренней стенки,  Вт/ (м·К).

Поскольку печи данного типа не имеют копильни-
ка, то в качестве граничного условия для «днища» печи 
можно принять условие отсутствия тепловых потерь:

           (9)

На уровне засыпи, а также у стенки печи движение 
газа одномерное, поэтому уравнение теплового баланса 
упрощается до соотношения

    (10) 

причем здесь tмас = t0 = const.
Тогда уравнение (10) превращается в обыкновенное 

дифференциальное уравнение первого порядка, имею-
щее решение

             (11)

где А – постоянная интегрирования.
При r = R и z = H1ф имеем T = T0 , следовательно,

     (12)

При анализе закономерностей движения и нагрева 
материала вполне допустимо предположение об их од-
номерности («поршневой» характер движения). В  самом 
деле, получаемые из цеха электролиза пластины имеют 

размер 800×900×10  мм, в то время как радиус печи со-
ставляет 2412  мм при ее высоте 9205  мм. Конечно, и в 
процессе загрузки в печь, и в процессе движения вну-
три печи пластины могут (и будут) деформироваться и 
изменять форму, однако в любом случае горизонтальные 
перемещения материала маловероятны. В этих условиях 
уравнение баланса массы материала можно записать так:

  (13)

где S – площадь поперечного сечения шахты, м2; wмz  – 
скорость опускания материала, м/с; zпл – горизонт плав-
ления материала, м.

При одномерном движении уравнение теплообмена 
(нагрева материала) имеет вид

          (14)

где cм – удельная теплоемкость материала, Дж/(кг·К).
Фигурирующая в уравнениях скорость движения 

материала wмz целиком определяется динамикой его 
плавления. В плане описания плавления материала от-
метим следующее. Теплофизические свойства распла-
ва и твердой шихты в области температуры плавления 
различаются крайне незначительно, поэтому представ-
ляется допустимым в целях упрощения модели пренеб-
речь учетом закономерностей стекания (растекания) 
расплава по твердому остатку «куска» шихты. Такое 
упрощение эквивалентно допущению о мгновенном 
удалении расплава, что характерно для задач абля-
ции  [9]. Тогда уравнения блока математической модели 
шахтной печи, связанного с процессом плавления мате-
риала, сводятся к уравнению теплопроводности с соот-
ветствующими краевыми условиями:

   (15)

          (16) 

             (17)

            (18) 
 

     (19)

где  коэффициент температуропроводнос ти 

куска, м2/с; x – координата изменения температуры 
кус ка, м; δ – радиус нерасплавившейся части куска,  м; 
tпл  –  температура плавления материала куска, °С; 
tк  –  значение локальной температуры куска перед нача-
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лом плавления, °С; αF – коэффициент теплоотдачи на 
единицу поверхности куска, Вт/(м2·К); ν – коэффици-
ент формы куска.

Совокупность уравнений (1) – (19), представленная 
(в различных сочетаниях) в конечно-разностном виде, и 
составляет математическую инженерную модель шахт-
ной печи для плавки черновой меди. В то же время нель-
зя не отметить узкие места в реализации этой модели, 
связанные, в основном, со свойствами слоя и, в первую 
очередь, с его порозностью. Поскольку расчет движения 
материала в настоящее время невозможен и приходится 
принимать допущение о его поршневом характере, то и 
поле порозности можно только задавать либо на основе 
эксперимента, либо исходя из других соображений.

В литературе [10  –  15], а также проведенными ис-
следованиями (см. например [14]) показано, что в ин-
женерных приложениях для построения дискретных 
аналогов уравнений математической модели наиболее 
удобными являются метод конечных элементов и метод 
контрольного объема (интегро-интерполяционный ме-
тод). Поскольку последний метод очень подробно изло-
жен в работах [14, 15], то в целях экономии места про-
межуточные преобразования опустим и сразу приведем 
окончательные алгебраические уравнения. 

Для уравнения (3), определяющего поле функций 
тока, итоговое уравнение метода контрольного объема 
(МКО) с учетом граничных условий (5), (6), получаем

    (20)

где 

В изотермической задаче все параметры среды в 
этих коэффициентах постоянны [7].

Точно так же, как и в случае функции тока, проин-
тегрируем уравнение энергии газа (уравнение теплово-
го баланса) по контрольному объему и с учетом гранич-
ных условий (7) – (10) с использованием схемы «против 
потока» получаем дискретный аналог уравнения энер-
гии газа:

      (21)

Преобразуем уравнение (21) к канонической форме: 

       (22)

где

  (23)

В выражениях (23) подробная запись коэффициен-
тов B имеет вид

При одномерном движении материала дискретный 
аналог уравнения теплообмена запишется в виде

или в канонической форме

              (24)

здесь 

На первом этапе исследований скорость движения 
материала vмz можно задавать по производительности 
печи.

Ниже в качестве иллюстрации использования выше-
приведенных уравнений показаны картины изменения 
функции тока, скоростей и температур в печи (рис.  1.) 
На рис.  2,  а представлено распределение функции тока 
для изотермической задачи, а на рис.  2,  б для неизотер-
мической. Здесь горизонтальная координата изменяется 
от нуля до 1,2  м, вертикальная также от нуля до 11,25  м; 
диаметр фурм составляет 40  мм, а расходы природ-
ного газа на горизонтах ввода распределены следую-
щим образом: Q1  =  600  м3/ч (z1  =  2,1  м), Q2  =  400  м3/ч 
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(z2  =  2,6  м) и Q3  =  300  м3/ч (z3  =  3,1  м). Заметим, что это 
поле ψ (рис.  2,  а) используется в качестве начального 
приближения для последующих расчетов.

На рис.  3 показаны поля скорости газа и темпера-
тур для случая, когда скорость материала задавалась по 

производительности (плавление частиц не рассчитыва-
лось). Можно видеть, что в физическом плане получен-
ные закономерности вполне адекватны. Однако приня-
тые упрощения, конечно, исказили температурное поле 
материала, чрезмерно выровняв его. 

Рис. 3. Поля скорости газа (а) и температуры материала (б) в шахтной печи

Fig. 3. Fields of gas speed (a) and material temperature (б) in the shaft furnace

Рис. 2. Картина течения в шахтной печи в изотермических (а) и неизотермических (б) условиях

Fig. 2. Flow pattern of the shaft furnace in isothermal (а) and unisothermal (б) conditions



429

РАЦИОНАЛЬНОЕ ПРИРОДОПОЛЬЗОВАНИЕ В ЧЕРНОЙ МЕТАЛЛУРГИИ

Выводы. Анализ результатов расчетов показыва-
ет, что разработанная математическая модель шахт-
ной слое вой печи с плавлением материала, в целом, 
правильно отображает изменение теплофизических 
параметров работы и может использоваться для оп-
тимизации режимов работы печи. Необходимо только 
улучшить работу программы для случаев неизотерми-
ческого движения потоков газа. 
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MATHEMATICAL DESIGN OF THE SHAFT FURNACES WITH MATERIALS MELTING
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Abstract. The authors have formed the objective of stationary heat exchange 
in shaft grate-fi red furnaces in which the reason of processed materials 
movement is their melting. In this case the energy transfer specifi c fea-
ture manifests itself, namely the process intensity is largely determined 
by the speed of material fl ow, which in turn, substantially depends on 
particles melting tempo. Since iterative approach is the only way for 
reconciliation of the contradictions, in mathematical formulation of the 
tasks in general it is necessary to rely on idealization of certain phenom-
ena. In particular, certain idealizations are necessary due to insuffi  cient 
number of theoretical explanations of certain issues, i.e., mathematical 
theory of solid materials movement in the shaft furnaces. The vortex-
free fl ow was used at description of layer gas mechanics.

Keywords: layered process, heat, melting, vortex-free fl ow, mathematical 
description.
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