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Аннотация. Рассмотрена инженерная математическая модель развития физико-химических превращений в объеме окатыша, состоящего из гра-
нул железной руды, известняка и кокса (углеродсодержащего топлива). Показано, что адекватные экспериментальным данным являются 
математические модели, использующие трехступенчатую схему восстановления. Строгое математическое описание процесса восстанов-
ления по этой схеме требует совместного решения задач кинетики последовательно-параллельных реакций и диффузии многокомпонент-
ного газа в порах куска руды. Такой подход не может быть использован в математической модели процесса обжига рудоугольных окаты-
шей вследствие своей сложности. Эта сложность еще более возрастает при учете характерной особенности газового и температурного 
режимов обжиговой машины, производящей офлюсованные рудоугольные окатыши: изменение состава газа по ходу материала (переход 
от окислительной атмосферы к восстановительной или нейтральной). Для решения задачи восстановления рудной гранулы важно знать 
кривые распределения концентраций восстановителей и газообразных продуктов реакции по радиусу. В силу сложности уравнений диф-
фузии, прогрева гранул и химической кинетики используется приближенный метод решения задачи Стефана, развитый Л.С. Лейбензоном, 
сущность которого состоит в предположении, что в каждый момент времени для заданной концентрации компонента газа в макропорах 
окатыша в объеме гранулы успевает установиться квазистационарное распределение. Все реакции восстановления оксидов протекают не 
на  поверхности микропор соответствующего слоя гранулы, а на разделяющих эти слои фронтальных поверхностях, причем восстановле-
ние центрального объема первоначального магнетита не получает развития до тех пор, пока соседняя гематитовая область не восстано-
вится до Fe3O4 . При таких условиях вся сложность упрощенной математической модели компенсируется надлежащим выбором алгоритма 
численного решения системы уравнений. Поскольку ряд упрощений не соответствует реальности (например, слой металлического железа 
не пропускает газ-восстановитель), приходится использовать эффективные коэффициенты, значение которых устанавливается в процессе 
адаптации модели. 
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Задача проектирования обжиговых машин и оптими-
зации их тепловой работы не может быть эффективно 
решена до тех пор, пока в математической модели про-
цесса не будут относительно точно определяться интен-
сивности  протекания  отдельных  химических  реак ций. 
Учитывая сделанные в работе  [1]  замечания об общей 
сложности  комплексной  математической  модели  про-
цесса  обжига  рудоугольных  окатышей,  описание  фи-
зико-химических  аспектов процесса желательно офор-
млять  в  виде  относительно  простых  математичес ких 
уравнений,  отражающих  тем  не  менее  правильно  ос-
новные (характерные) стороны того или иного явления.

Наибольший интерес и, в то же самое время, самые 
большие затруднения вызывает описание процесса вос-

становления  оксидов железа  рудных  гранул  окатыша. 
Как показывает обзор литературы [2  –  14], адекватными 
экспериментальным данным являются математические 
модели, использующие трехступенчатую схему восста-
новления. Строгое математическое описание процесса 
восстановления по такой схеме требует совместного ре-
шения задач кинетики последовательно-параллельных 
реакций  и  диффузии  многокомпонентного  газа  в  по-
рах куска руды  (окатыша). Наиболее последовательно 
такой метод анализа  закономерностей восстановления 
проведен в работе [8], однако он не может быть исполь-
зован в математической модели процесса обжига рудо-
угольных окатышей вследствие своей сложности, и его 
необходимо упростить до разумного предела.
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В общем случае при обжиге магнетитовых окатышей 
схематическое  строение  рудной  гранулы  будет  иметь 
вид, представленный на рис.  1. В процессе окисления 
гранулы в зоне подогрева и начальном участке зоны об-
жига на ее (гранулы) поверхности образуется гематито-
вая корка, толщина которой определяется содержанием 
кислорода в газе и скоростью нагрева материала. При 
переходе  в  зону  восстановления  получают  развитие 
реакции восстановления; в объеме гранулы образуют-
ся кольца железа и его оксидов. Можно выделить пять 
слоев различных состояний рудной составляю щей ока-
тыша, как это показано на рис. 1.

Для  решения  задачи  восстановления  рудной  гра-
нулы  важно  знать  кривые  распределения  концент-
раций  восстановителей  и  газообразных  продуктов 
реакции по радиусу. Как уже отмечалось выше, для 
этого  необходимо  решать  внутреннюю  задачу  не-
стационарной диффузии многокомпонентного газа в 
порах  гранулы. В целях упрощения математической 
модели обжиговой машины используем, однако, дру-
гой подход, а именно приближенный метод решения 
задачи  Стефана,  развитый  Л.С.  Лейбензоном  [15]. 
Предположим, что в каждый момент времени для за-
данной концентрации компонента газа в макропорах 
окатыша  в  объеме  гранулы  успевает  установиться 
квазистационарное распределение. Все реакции вос-
становления оксидов железа протекают не на поверх-
ности  микропор  соответствующего  слоя  гранулы,  а 
на  разделяющих  эти  слои  фронтальных  поверхно-
стях,  причем  восстановление  центрального  объема 
первоначального магнетита (слой  1) не получает раз-
витие до тех пор, пока соседняя гематитовая область 
(слой  2) не восстановится до Fe3O4 . При таких допу-
щениях изменение концентрации СО по радиусу руд-
ной гранулы будет описываться следующей системой 
уравнений:

– уравнение стационарной диффузии

      (1)

– граничные условия

        (2)

           (3)

здесь ССО и ССО2
 – концентрация соответствующего га-

зового  компонента  (СО  или СО2 );  k2, i  –  эффективные 
константы  скорости  реакций  восстановления  оксидов 
железа СО на i-й ступени восстановления; K2, i – их кон-
станты равновесия; Dk CO – эффективные коэффициенты 
диффузии оксида углерода в k-ом слое рудной гранулы; 
β2СО  – коэффициент массообмена по СО на поверхнос-
ти рудной гранулы, где концентрация равна   ; δ(х)  – 
символ Кронекера, причем

и аналогично для δ(ξр – ξв ).
Такая же  система  уравнений может  быть  записана 

для диоксида углерода. При этом все эффективные ко-
эффициенты диффузии следует заменить на Dk CO2

 и  из-
менить знаки правых частей уравнений (1) и (2) на про-
тивоположные.

Для  всех  значений  ξр ,  за  исключением  ξр  =  ξм  и 
ξр  =  ξв правая часть уравнения (1) равна нулю. Поэтому 
в пределах каждого слоя рудной гранулы кривая изме-
нения концентрации будет представлять собой отрезок 
гиперболы

        (4)

т.е.

    (4.1)

 
      (4.2)

 
      (4.3)

Рис. 1. Схематическое строение рудной гранулы: 
ξ – толщина слоя границы; индексами «к», «м», «г», «в», «р» 

обозначены соответственно корка, магнетит, гематит, вюстит, руда

Fig. 1. Schematic structure of the ore pellet:
ξ - thickness of boundary layer; «к», «м», «г», «в», «р»  indices denote 

crust, magnetite, hematite, wustite, ore correspondingly
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               (4.4)

Можно показать,  что  кривая  концентрации СО не-
прерывна, в то время как ее производная на фронталь-
ных  поверхностях  претерпевает  разрыв,  причем  при 
переходе  через  границу  ξр  =  ξм  скачок  концентрации   

составляет    а  при  переходе  че- 
 
рез ξр  =  ξв – на   Отмеченное выше  
 
справедливо  также  для  кривой  изменения  концентра-
ции диоксида углерода. Таким образом, с учетом четы-
рех граничных условий типа (2), (3) получаем систему 
из восьми уравнений для отыскания восьми неизвест-
ных,  определяющих  профили  концентрации  CO  (Ak , 
A1k ) и CO2 (Bk , B1k ). Процедура решения этой системы 
тривиальна, а сами решения здесь не приводятся ввиду 
их громоздкости. В компактной форме записи они име-
ют вид

  (5)

где Δ2 – определитель упомянутой выше системы; Δk2 – 
ее алгебраические дополнения. 

Коэффициенты A1k и B1k выражаются через Ak , Bk и 
концентрации СО и СО2 в макропорах окатыша.

Аналогичные выражения могут быть записаны для 
случая восстановления оксидов железа водородом.

Переходя  от  мольных  концентраций  компонентов 
газа к их объемным долям

и т.д. и используя основные положения кинетики пос ле-
довательно-параллельных  реакций  [2,  3,  7,  8,  12  –  14], 
получим  следующие  выражения,  определяющие  зако-
номерности изменения границ раздела зон рудной гра-
нулы и мощностей источников (стоков) теплоты:

– для гематитовой зоны (зона 2)

  (6)

        (7)

– для магнетитовой зоны (зона 3)

  (8)

      (9)

– для вюститной зоны (зона 4)

 (10)

          (11)

В этих выражениях   – массовая доля гематита 
при его равномерном распределении по всему объему  
 

рудной гранулы,       – доля 

 
гематита  в  грануле  перед  началом  восстановления; 
ρр  и  ρм  –  плотности  руды  и  окатыша;  ql, k  –  удельные 
тепловые  эффекты  реакций  восстановления  Н2  и  СО 
на отдельных ступенях, а скорости восстановления υl, k 
определяются уравнениями

      (12) 

  (13)
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             (14)

выражение для υ2,3 отличается от уравнения (13) лишь 
тем, что в нем вместо k2,2 и K2,2 стоят коэффициенты k2,3 
и K2,3 .

В  вышеприведенных  уравнениях    
 
При вычислениях константы равновесия принимались 
по данным работы [2], а эффективные конс танты ско-
ростей реакций kl, k – по экспериментальным данным, а 
также данным, приведенным в работах [3, 5, 7, 13, 14]. 
Тепловые эффекты реакций qlk рассчитывались по вы-
ражениям,  построенных  на  основе  таблиц,  приведен-
ных в указанных источниках, с использованием метода 
наименьших квадратов.

Система уравнений для объемных долей компонен-
тов газа определяется типом газовой атмосферы. Если 
слой  обрабатывается  продуктами  полного  (CO2 ,  H2O, 
N2 ) или частичного  (СО, CO2 , Н2 , H2O, N2 )  сжигания 
топлива, то она включает семь уравнений, так как, по-
мимо перечисленных компонентов газа, неизвестными 
являются также скорость фильтрации υ0г и массовая ско-
рость Gс.г . При наличии в атмосфере свободного кисло-
рода добавляется еще одно выражение. Тип атмосферы 
изменяет также итоговую систему дифференциальных 
уравнений, описывающих физико-химические аспекты 
процесса  обжига  рудоугольных  окатышей.  Подробно 
эти вопросы здесь не рассматриваются, поскольку они 
относительно  легко  учитываются  в  рамках,  изложен-
ных в работе [1], а также в настоящем исследовании.

Изложенная методика в совокупности с моделью  [1] 
широко  использует  адаптацию  расчетных  значений 
к  экспериментальным данным, поэтому некоторые ко-
эффициенты  Dkl ,  используемые  в  модели,  можно  на-
звать  коэффициентами  диффузии  лишь  условно.  Тем 
не  менее,  при  использовании  эффективных  схем  чис-
ленного решения уравнений [16  –  20] получаемые при 
моделировании результаты и рекомендации весьма хо-
рошо соответствуют промышленным данным. Для ил-
люстрации этого положения на рис. 2 показана зависи-
мость удельного расхода топлива Vт , м3/т, от удельной 
производительности машины g,  т/(ч·м2 ), для двух вы-
сот слоя: 350 мм – кривая 1 и 450 мм – кривая 2. 

Выводы.  Рассмотрены  вопросы  учета  физико-хи-
мических аспектов процесса обжига металлизованных 
окатышей на конвейерной машине. Показано, что в со-
вокупности с ранее разработанной математической мо-
делью процесса обжига рудоугольных окатышей такой 
подход позволяет получать рекомендации и результаты, 
хорошо соответствующие промышленным условиям.
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Abstract. The engineering mathematical model of development of physi-
cal  and  chemical  transformations  is  considered  in  the  volume  of 
pellet, consisting of granules of  iron-stone,  limestone and coke (car-
bon-containing  fuel).  It  is  shown  that  according  to  the  experimental 
information there are mathematical models, using the three-stage chart 
of renewal. Strict mathematical description of process of renewal on 
this  chart  requires  the  joint decision of kinetics  tasks of  successive-
parallel reactions and diffusion of multicomponent gas in the pores of 
ore piece. Such approach cannot be used in the mathematical model of 
process of metallised pellets burning because of its complication. This 
complication  increases at  the account of characteristic  feature of  the 
gas and temperature mode of burning machine, producing metallised 
pellets: change of gas composition during material movement (transi-
tion from an oxidizing atmosphere to restoration or neutral). For the 
decision  of  the  task  of  ore  granule  renewal  it  is  important  to  know 
the  distribution  curves  of  the  concentrations  of  reducing  agents  and 
gaseous reaction products along the radius. Because of complication 
of  the  equalizations  of  diffusion,  heating  of  granules  and  chemical 
kinetics,  the close method of decision of Stefan problem, developed 
by L.S.  Leybenzon, is used, essence of which is in supposition, quasi 
stationary distribution has time in the volume of granule to be set. All 
oxide reduction reactions occur not on the surface of the micropores of 
the corresponding granule layer, but on the frontal surfaces separating 
these layers and the restoration of  the central volume of  the original 
magnetite does not develop until the neighboring hematite region is re-
covered to Fe3O4 . At  such conditions all complication of the simplified 
mathematical model is compensated by the proper choice of algorithm 
of numeral decision of the equalizations system. As a row of simplifi-
cations doesn’t correspond to reality (for example, the layer of metallic 
iron is not skipped by a gas-reducer),  it  is necessary to use effective 
coefficients, the value of which is set during the model adaptation.

Keywords: physico-chemical transformations, pellet, granule, layers of ore 
granule, quasi stationary state, Stephen’s task, surface of pores, fron-
tal surface.
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