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Одной из главных проблем развития теории слое-
вых металлургических процессов является обеспече-
ние максимального использования объема агрегатов, 
теплового и восстановительного потенциалов газов и, в 
конечном счете, достижение максимальной производи-
тельности печей и минимального расхода топлива.

С точки зрения этой проблемы исключительно боль-
шое значение имеет математическое описание физи-
ко-механических, тепловых и химических процессов, 
протекающих в слоевых металлургических печах и 
агрегатах, создание математических моделей агрегатов 
различного назначения.

Проблема разработки комплексных математиче-
ских моделей слоевых металлургических печей и аг-
регатов состоит в том, чтобы получить уравнения те-
чения газа в движущемся слое, связывающие среднюю 
скорость в межкусковом пространстве (истинную ско-
рость), его действительное давление и температуру, 
так как именно от этих величин зависит интенсив-
ность протекания физико-химических превращений. 
При этом должны выполняться законы сохранения 
массы, количества движения и энергии. По-видимому, 
решение этой проб лемы должно быть основано на до-

стижениях современной теории сплошной среды [1] 
с использованием параллели между течением газа в 
слое и движением гипотетической жидкости, занима-
ющей весь объем аппарата, включая и объем кусковых 
материалов. Последовательное удовлетворение требо-
вания равенства динамических свойств этой жидкости 
локальным усредненным параметрам действительной 
неоднородной среды (совокупность кусковых мате-
риалов и газов) позволяет свести сложную проблему 
движения газов в слое переменной структуры к отно-
сительно простой задаче движения однородной жид-
кости, преодолевающей, однако, некоторое добавоч-
ное сопротивление.

Подробный вывод всех уравнений газомеханики 
слоя в данном подходе приведен в работах [2  –  5], по-
этому здесь ограничимся лишь иллюстрацией реализа-
ции аналогии течения газа в реальном слое и гипоте-
тической однородной жидкости на примере уравнения 
неразрывности. Остальные уравнения приведем без 
вывода.

Итак, пусть шахтная печь произвольного профи-
ля заполнена кусковым материалом с порозностью ε 
и просветностью εп . В общем случае ε и εп являются 
функциями формы загруженных кусков и координат. 
Снизу в слой через фурмы или иным образом вдувается 
газ. Теплофизические свойства среды являются функ-
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циями давления, температуры и координат. Газ отдает 
теплоту материалу, может вступать с ним в химическое 
взаимодействие. Требуется найти распределение скоро-
стей, давлений, температур и концентраций компонен-
тов газа по высоте и сечению печи.

Выделим в слое элементарный объем V (м3 ). Газ в этом 
объеме занимает V ′ (м3 ). Если его плотность ρ (кг/м3), 
то масса газа в выделенном объеме составит ρV ′ (кг).

Рассмотрим баланс массы в элементе объема V. Из-
менение массы газа в этом объеме равно
 

        (1)

где ε – средняя порозность слоя в объеме V:

      (2)

где εл – локальное (местное) значение порозности.
Изменение массы равно ее потоку через замкнутую 

поверхность S′ (контур) объема V ′, причем полный по-
ток массы в этом случае составляет

, (3)

где εп – средняя просветность слоя в объеме V; n  –  нор-
маль к поверхности контура S′.

Учитывая действие внутренних источников (стоков) 
массы мощностью qV (образование массы вследствие 
физико-химических превращений), после преобразова-
ния поверхностного интеграла в объемный по формуле 
Остроградского – Гаусса [6 – 8] получаем

        (4)

откуда из-за произвольности объема V находим

    (5)

Сопоставляя выражение (5) с уравнением неразрыв-
ности гипотетического сплошного потока [9 – 11]

       (6)

находим, что соотношения (5) и (6) становятся эквива-
лентными, если выполняются равенства

      (7)

Таким образом, как показано в работах [12, 13], фи-
зический смысл содержания равенств (7) заключается 

в следующем. Для описания процессов, протекающих 
в слое, возможно использование уравнений, получен-
ных для сплошной среды, если известны эффективные 
значения ее теплофизических параметров. Совершенно 
очевидно, что эти значения не равны значениям пара-
метров реального газа. Следует также подчеркнуть то 
обстоятельство, что любая математическая модель дви-
жения газа в слое описывает закономерности измене-
ния среднестатистических характеристик поля течения.

При выводе уравнений движения обычно прини-
мают в качестве постулата принцип напряжений 
Коши  [4,  5,  9], утверждающий, что для любой замкну-
той поверхности Ω существует распределение вектора 
напряжений t с результирующей и моментом, эквива-
лентными полю сил, действующую на сплошную среду, 
заключенную внутри Ω, со стороны среды, расположен-
ной вне этой поверхности. Предполагается, что в дан-
ный момент времени вектор t зависит только от поло-
жения и ориентации элемента поверхности dS, т.е. если 
обозначить через n внешнюю нормаль к поверхнос ти 
Ω, то t = t (x, τ, n).

Напомним теперь основной принцип динамики дви-
жения жидкости, называемый принципом сохранения 
количества движения [4,  5,  9]: «скорость изменения 
количества движения жидкости, заключенной в движу-
щемся объеме Σ, равна результирующей сил, действую-
щих на эту жидкость».

Аналитическим выражением этого принципа явля-
ется уравнение

           (8)

где f – поле внешних сил, отнесенное к единице массы. 
Выполняя усреднение этого уравнения по объему 

V, как это было сделано для уравнения баланса мас-
сы [4], приходим к промежуточной форме уравнений 
движения

 

  (9)

где р – давление газа; μ – коэффициент динамической 
вязкости газа; R – дополнительное сопротивление, 
возникающее при переходе от реального газа к одно-
родной жидкости; D – тензор скорости деформации с 
компонентами

      (10)

где i, j = 1, 2, 3; x1  =  x, x2  =  y, x3  =  z; v1  =  u, v2  =  v, v3  =  w. 
Отметим, что в уравнении (9) d / dτ характеризует так 
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называемую полную или субстанциональную произ-

водную, т.е. 

Последнее слагаемое правой части уравнения (9), 
представляющее собой дополнительное сопротивление 
движению газа через слой, при современном уровне 
развития знаний невозможно выразить в квадратурах. 
Единственным способом определения значения R явля-
ется эксперимент. Ясно, однако, что сопротивление R 
должно быть однозначной функцией порозности слоя, 
т.е. R  =  R(1  –  ε), так как в отсутствии твердых частиц 
(ε  =  1) величина R  ≡  0. В литературе [2  –  4, 14  –  16] 
обсуждаются различные аппроксимации результатов 
экспериментального определения R. В работе [4] ут-
верждается, что наиболее достоверной зависимостью 
для условий работы шахтных металлургических печей 
является

  (11)

Последние два слагаемые соотношения (11) для 
R определяют так называемый закон сопротивления 
С.  Эргана.

С использованием (11) уравнения движения (9) 
упрощаются и принимают вид

  (12) 

Вместо соотношения С.  Эргана можно приме-
нять любую экспериментальную зависимость [2  –  4, 
14  –  16].

Уравнение энергии выводится способом, аналогич-
ным изложенному в работе [4]. При этом необходимо 
дополнительно учесть два обстоятельства. Во-первых, 
перенос теплоты теплопроводностью осуществляется 
не только в газе, но и от газа к поверхности частиц 
материала. Поскольку для оценки последней состав-
ляющей теплопереноса нужны данные по выявлению 
закономерностей развития теплового и динамическо-
го пограничных слоев, то целесообразно заменить 
это слагаемое законом Ньютона для теплоотдачи кон-
векцией. Во-вторых, наличие дополнительной силы 
сопротивления в уравнениях движения приводит к 
появлению в уравнении энергии слагаемого, харак-
теризующего переход механической энергии в тепло-
вую. Опуская промежуточные выкладки [2 – 4], запи-
шем окончательный результат

         (13)

где Сv – теплоемкость газа (кДж/(кг·К)); λ  –  коэффици-
ент теплопроводности газа (Вт/(м·К)); αv  –  объемный 
коэффициент теплообмена (Вт/(м3·К)); qR  –  скорость 
притока теплоты за счет излучения (Вт/кг);  – источ-
ник (сток) теплоты, действующий в газе (Вт/м3 ). Это 
слагаемое, как уже отмечалось, включает также дис-
сипацию механической энергии, происходящую на по-
верхности частиц материала.

 Как правило, коэффициент теплообмена αv опреде-
ляют экспериментально. По этой причине трудно под-
дающаяся расчету лучистая составляющая оказывается 
включенной в αv через зависимость последнего от тем-
пературы. Тем не менее, необходимо отметить, что дан-
ное упрощение не приводит к заметным ошибкам лишь 
для областей слоя, в которых температура теплоносите-
лей не превышает 500 °С [9].

 Следует учесть, что слагаемые, описывающие рабо-
ту сил давления и диссипацию механической энергии 
(газодинамический нагрев) становятся соизмеримыми 
с конвективным теплопереносом лишь при до- и сверх-
звуковых скоростях газа. В шахтных металлургических 
печах таких скоростей нет, следовательно без ущерба 
для точности расчетов этими слагаемыми можно пре-
небречь.

 Таким образом, для условий тепловой и газодина-
мической работы шахтных металлургических печей 
уравнение энергии трансформируется в уравнение 
теп лообмена

        (14)

где qг – источники (стоки) теплоты, обусловленные фи-
зико-химическими реакциями, протекающими в газе. 
Первое слагаемое правой части поставлено в скобках, 
чтобы подчеркнуть необходимость использования чис-
ленных методов решения при учете теплообмена излу-
чением.

 Для замыкания системы необходимо добавить урав-
нения:

– состояния газа

              (15)

– нагрева кусков материала
 
          (16)
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– закономерности изменения вязкости и теплопро-
водности газа

               ; (17)

– массообмена

            (18)

и
              (19)

В этих выражениях ρм – плотность материала (кг/м3); 
См  – удельная теплоемкость материала (кДж/(кг·К)); 
qм  – источники (стоки) теплоты, действующие в ма-
териале (Вт/м3 ); С – концентрация восстановителя 
в газе  (м3/м3);  – константа равновесия; KΣ – эффек-
тивная константа скорости реакции (м/с); f – величи-
на реак ционной поверхности (м2/м3 ); Σ – равновесная 
концентрация; φ – степень восстановления оксидов 
(доли  ед.); n – отношение массоемкости потока газа  
к массоемкости потока материала .

 Различные модификации уравнений (5), (12), 
(14)  –  (19) с учетом краевых условий и составляют 
математическую модель того или иного слоевого аг-
регата. 
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ON MATHEMATICAL MODELING OF LAYER METALLURGICAL 
FURNACES AND AGGREGATES. REPORT 1

V.S. Shvydkii, A.R. Fatkhutdinov, E.A. Devyatykh, T.O. De-
vyatykh, N.A. Spirin

Ural Federal University named after the fi rst President of Russia 
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Abstract. The authors have established the aim of mathematical modeling 
of gas dynamics and steady-state heat transfer in layer shaft furnaces, 
in which the gas stream moves to a complex system of curved chan-
nels of variable curvature and cross-sectional area. The problem of 
the development of complex mathematical models of layer metal-
lurgical furnaces and units is to obtain the equations of gas fl ow in 
the moving bed, linking average speeds at space between pieces (true 
speed), its actual pressure and temperature, as from these values de-
pends the intensity of physical and chemical transformations. The 
solution to this problem is performed using a parallel between the 
passage of the gas in the bed and the movement of a hypothetical 
fl uid, which occupies the entire volume of the device, including the 
amount of lump materials.
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