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Аннотация. На основе определения фронта температурного возмущения и дополнительных граничных условий получено приближенное ана-
литическое решение задачи теплопроводности для бесконечной пластины при граничных условиях третьего рода с переменным во вре-
мени источником теплоты. Процесс теплопроводности разделяется на две стадии по времени, что позволяет находить простые по форме 
аналитические решения для каждой из них в отдельности. Получаемые решения представляются в форме алгебраических степенных 
рядов с зависящими от времени коэффициентами, определяемыми из основных и дополнительных граничных условий. Дополнительные 
граничные условия находятся в таком виде, чтобы их выполнение искомым решением было эквивалентно выполнению дифференци-
ального уравнения краевой задачи во всем диапазоне изменения временно́й и пространственной переменных. Эти условия задаются в 
граничных точках и на фронте температурного возмущения. Таким путем можно получать аналитические решения во всем диапазоне 
времени нестационарного процесса, включая малые и сверхмалые его значения, практически с заданной степенью точности. Полученное 
в настоящей работе аналитическое решение было использовано для идентификации переменного во времени источника теплоты путем 
решения обратной задачи теплопроводности. 
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Во многих случаях теплообмен в твердых телах мо-
жет происходить при наличии внутренних источников 
теплоты, которые могут возникать за счет протекания 
тока в проводнике, нахождения тела в электромагнит-
ном поле, воздействия ультразвуковых высокочастотных 
колебаний, полиморфных превращений в металлах при 
изменении температуры и др. [1  –  3]. Важной пробле-
мой является разработка методов получения простых по 
форме аналитических (приближенных аналитических) 
решений таких задач с целью их использования для 
идентификации (восстановления) источников теплоты, 
физических свойств среды, краевых условий и прочее 
путем решения обратных задач теплопроводности. Из-
вестные точные аналитические решения указанных 
задач выражаются сложными бесконечными функцио-
нальными рядами, плохо сходящимися в окрестности 
малых и особенно сверхмалых значений временной и 
пространственной координат, что приводит к практи-
ческой невозможности их использования для решения 
обратных задач теплопроводности [4  –  10].

Рассмотрим задачу теплопроводности для бес-
конечной пластины при симметричных граничных 
условиях третьего рода с переменным во времени 
источником теп лоты в следующей математической по-
становке: 
 

     (1)

              (2)

             (3)

           (4)

где T – температура; x – координата; τ  – время; 
a,  λ,  α  – коэффициенты температуропроводности, 
теплопроводности, теплоотдачи соответственно; 
ω(τ)  =  ω0 (1  +  βτ) – мощность внутреннего источника 
теп лоты; β  =  const; с – теплоемкость; ρ – плотность; 
T0  –  начальная температура; Tср – температура среды; 
δ  – половина толщины пластины.
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Трудности получения и использования известных 
точных аналитических решений задачи (1)  –  (4) зак-
лючаются в том, что собственные числа краевой за-
дачи определяются из трансцендентных уравнений, 
решение которых может быть получено лишь числен-
ными (или графическими) методами. Собственные 
числа не могут быть представлены в виде некоторой 
формулы в зависимости от числа приближений, что 
снижает ценность известных решений как аналитиче-
ских. Например, решение обратных задач теплопро-
водности в данном случае практически не представля-
ется возможным.

Для получения более простого аналитического ре-
шения задачи (1)  –  (4) воспользуемся методом, осно-
ванном на определении фронта температурного возму-
щения и дополнительных граничных условий [11  –  15].

Введем следующие безразмерные переменные и па-
раметры:

Используя понятие фронта температурного возму-
щения, разделим процесс теплообмена на две стадии 
по времени: 0  ≤  Fo  ≤  Fo1 и Fo1  ≤  Fo  <  ∞, где Fo1  – вре-
мя достижения фронтом температурного возмущения 
координаты ξ  =  1. Для этого введем движущуюся во 
времени границу (фронт температурного возмущения 
q1 (Fo)), разделяющую исходную область 0  ≤  ξ  ≤  1 на 
две подобласти: возмущенную 0  ≤  ξ  ≤  q1 (Fo) и невоз-
мущенную q1 (Fo)  ≤  ξ  ≤  1, где q1 (Fo) – функция, опреде-
ляю щая продвижение границы раздела по координате 
ξ во времени. Первая стадия заканчивается при дости-
жении подвижной границей координаты ξ  =  1 т. е. когда 
Fo  =  Fo1 (рис. 1). 

Во второй стадии процесса изменение температуры 
происходит по всему объему тела 0  ≤  ξ  ≤  1. Понятие 
фронта температурного возмущения в данном случае 
теряет смысл и в рассмотрение вводится дополнитель-
ная искомая функция q2 (Fo)  =  Θ (1,  Fo), характеризую-
щая изменение температуры во времени в точке ξ  =  1 
(см.  рис.  1).

Поскольку в параболическом уравнении теплопро-
водности (1) заложена бесконечная скорость распрост-
ранения теплоты, то понятие фронта температурного 
возмущения в данном случае следует считать услов-
ным и используемым лишь как средство для получения 
простых по форме аналитических решений. Ниже бу-
дет показано, что с увеличением числа приближений n 
наряду с увеличением точности получаемого решения 
время Fo1 перемещения фронта теплового возмущения 
от поверхности до центра пластины уменьшается и в 
пределе при n  →  ∞ Fo  →  0. Следовательно, описывае-

мый получаемым решением процесс теплопроводности 
будет приближаться к процессу, протекающему с беско-
нечной скоростью распространения теплоты.

Математическая постановка задачи для первой ста-
дии процесса имеет вид

 
   (5)

          (6)

        (7)

           (8)

Согласно уравнению (7) температура на фрон-
те температурного возмущения определяется лишь 
дейст вием источника теплоты, где Q(Fo) находится по 
уравнению

Отметим, что задача (5) – (8) не содержит начально-
го условия для искомой функции Θ (ξ,  Fo). Это связано 
с тем, что при Fo  =  0 задача (5) – (8) определена лишь в 
точке ξ  =  0, где задается начальное условие q1 (Fo)  =  0.

Решение задачи (5) – (8) принимается в виде 

               (9)

где ak (q1 (Fo)) – неизвестные коэффициенты, определяе-
мые из граничных условий (6)  –  (8). Подставляя  (9), ог-

Рис. 1.  Расчетная схема теплообмена

Fig. 1. Heat exchange scheme
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раничиваясь тремя членами ряда, относительно ak (q1 ) 
(k =  0,  1,  2) будем иметь систему трех алгебраических 
линейных уравнений. После определения ak (q1 ) урав-
нение (9) принимает вид

   (10)

Рассмотрим случай, когда мощность внутреннего 
источника теплоты не зависит от времени (Po  =  0), а 
Bi  →  ∞ (граничное условие первого рода). Соотноше-
ние (10) при этом будет

  (11)

Для нахождения неизвестной функции q1 (Fo) соста-
вим невязку уравнения (5) и проинтегрируем ее в пре-
делах толщины термического слоя 0  ≤  ξ  ≤  q1 (Fo), т.  е. 
составим интеграл теплового баланса, что эквивалент-
но осреднению уравнения (5)

  (12)

Подставляя (11) в (12), получаем

             (13)

Решение уравнения (13) при начальном условии 
q1 (0)  =  0 имеет вид

 (14)

Соотношения (11), (14) представляют решение за-
дачи (5) – (8) в первом приближении первой стадии 
процесса. Результаты расчетов температуры по фор-
муле  (11) при Po1  =  50 в сравнении с точным решени-
ем  [4] представлены на рис.  2. Их анализ позволяет 
заключить, что отличие температур, полученных по 
формуле (11), в диапазоне 10–7  ≤  Fo  ≤  0,015 находит-
ся в пределах 1  –  8  %. При дальнейшем увеличении 
времени расхождение решений увеличивается и при 
Fo  =  0,03 составляет около 20  %. Отметим, что соот-
ношение  (11) точно удовлетворяет интегралу тепло-
вого баланса  (12) и граничным условиям (6)  –  (8). 
Уравнение  (5), как это следует из (12), в данном слу-
чае удовлетворяется лишь в среднем. Следовательно, 
повышение точности решения связано с улучшением 
выполнения уравнения (5), а для этого необходимо 
увеличивать число членов ряда (9), что приводит к 
увеличению количества неизвестных коэффициен-

тов ak (q1 ). Для их определения совместно с основны-
ми используются дополнительные граничные усло-
вия  [14,  15], которые во втором приближении первой 
стадии процесса записываются в виде

   (15)

          (16)

          (17) 

Для определения соотношений (15) – (17) исполь-
зуются дифференциальное уравнение (5) и граничные 
условия (6) – (8). Физический смысл дополнительных 
граничных условий состоит в том, что их выполнение 
искомым решением эквивалентно выполнению ис-
ходного дифференциального уравнения в граничных 
точках и на фронте температурного возмущения. По-
скольку область определения фронта температурного 
возмущения представляет весь диапазон изменения 
пространственной переменной 0  ≤  ξ  ≤  1, то, следова-
тельно, чем большее число дополнительных гранич-
ных условий будет принято, тем лучше будет выпол-
няться уравнение (5) внутри рассматриваемой области 
во всем диапазоне времени первой стадии процесса 
0  ≤  Fo  ≤  Fo1. Отметим, что дополнительные граничные 
условия не изменяют математическую постановку зада-
чи (5) – (8). Они служат лишь вспомогательным средст-

Рис. 2. Распределение безразмерной температуры в пластине с вну-
тренними источниками теплоты (первая стадия процесса) 

(Bi → ∞, Po = 0, Po1 = 50) при Fo: 
1 – 0,001; 2 – 0,005; 3 – 0,01; 4 – 0,02; 5 – 0,03; 6 – 0,25;  – точ-
ное решение;  – первое приближение;  – второе приближение

Fig. 2. Distribution of the dimensionless temperature in a plate with 
inner heat sources (fi rst stage of the process) (Bi → ∞, Po = 0, 

Po1 = 50) at Fo: 
1 – 0,001; 2 – 0,005; 3 – 0,01; 4 – 0,02; 5 – 0,03; 6 – 0,25;  – exact 

solution;  – fi rst approximation;  – second approximation
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вом для того, чтобы искомое решение вида (9) как мож-
но лучше удовлетворяло уравнению (5).

Подставляя (9), ограничиваясь шестью членами 
ряда, в основные (6) – (8) и дополнительные (15)  –  (17) 
граничные условия, относительно ak (q1 ) получим це-
почную систему алгебраических линейных уравнений. 
После определения из решения этой системы ak (q1 ) со-
отношение (9) принимает вид (при Po  =  0; Bi  →  ∞)

     (18)

Подставляя (18) в интеграл теплового баланса (12) 
относительно неизвестной функции q1 (Fo) получаем 
следующее обыкновенное дифференциальное уравне-
ние

Его решение при начальном условии q1 (0)  =  0 имеет 
вид
          (19)

Соотношения (18), (19) представляют решение за-
дачи (5)  –  (8) во втором приближении. Это решение 
точно удовлетворяет интегралу теплового баланса (12), 
основным (6)  –  (8) и дополнительным (15)  –  (17) гра-
ничным условиям. Отметим, что использование допол-
нительных граничных условий позволило значительно 
повысить точность решения, а, следовательно, и точ-
ность выполнения уравнения (5) по сравнению с пер-
вым приближением (см. рис. 2).

Положив в (19) q1 (Fo)  =  1, находим время оконча-
ния первой стадии процесса Fo1  =  0,05. Анализ урав-
нения  (19) позволяет заключить, что внутренний источ-
ник теплоты не влияет на скорость перемещения фронта 
температурного возмущения. Графики перемещения 
фронта температурного возмущения в зависимос ти от 
числа приближений даны на рис.  3. Из их анализа сле-
дует, что с увеличением числа приближений время до-
стижения фронтом температурного возмущения коор-
динаты ξ  =  1 уменьшается, а точность решения задачи 
возрастает и в пределе при n  →  ∞ Fo1  →  0, что свиде-
тельствует о приближении решения к описанию беско-
нечной скорости распространения теплоты.

Для получения решения задачи (5) – (8) в третьем 
приближении к основным (6) – (8) и дополнительным 
(15)  –  (17) следует добавить еще следующие дополни-
тельные граничные условия

     (20)

Число членов ряда (9) в третьем приближении бу-
дет равно 9, где неизвестные коэффициенты ak (q1 ) 
(k  =  0,  1,  2,  ...,  9) находятся из основных (6)  –  (8) и до-
полнительных (15)  –  (17), (20) граничных условий. 
Дальнейший процесс получения решения такой же, как 
и во втором приближении.

Математическая постановка задачи для второй ста-
дии процесса имеет вид

      (21)

          (22)

       Θ(1,  Fo) = q2 (Fo); (23)

            (24)

Начальным условием задачи (21) – (24) будет рас-
пределение температуры в конце первой стадии про-
цесса, т. е. соотношение (10) при q1 (Fo)  =  q1 (Fo1 )  =  1.

Решение задачи (21) – (24) принимается в виде

              (25)

Рис. 3. Перемещение фронта температурного возмущения 
по координате ξ во времени Fo: 

1 – 5 – номер приближения

Fig. 3. Motion of the temperature perturbation front along the coordinate 
ξ at time Fo: 

1 – 5 – approximation number
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где bk (q2 (Fo)) – коэффициенты, определяемые из гра-
ничных условий (22)  –  (24). После их определения со-
отношение (25) принимает вид

 (26)

Осредняя уравнение (5) по всей ширине пластины, 
находим

  (27)

Подставляя (26) в (27), относительно q2 (Fo) получа-
ем обыкновенное дифференциальное уравнение вида 
(Bi  →  ∞, Po  =  0) 

   (28)

где 
Его решение при начальном условии q2 (Fo1 )  = 

=  Θ (1,  Fo1 ) будет

 (29)

где Θ (1,  Fo1 ) – распределение температуры в пластине 
при Fo  =  Fo1 , определяемое из (11); Fo1 – время окон-
чания первой стадии, определяемое из (14), положив 
q1 (Fo1 )  =  1.

Соотношение (26) совместно с (29) представляют 
решение задачи (21)  –  (24) в первом приближении 
второй стадии процесса. Анализ результатов рас-
четов по формуле (26) позволяет заключить, что их 
отличие от точного решения [4] не превышает 9  %. 
Для повышения точности следует увеличивать чис-
ло членов ряда  (25), для определения неизвестных 
коэффициентов которого необходимо использовать 
дополнительные граничные условия, первое из ко-
торых совпадает с соотношением  (15), а второе и 
третье определяются с использованием дифферен-
циального уравнения (21) и граничных условий (23), 
(24). Дифференцируя (23) по Fo и сопоставляя полу-
ченное соотношение с (21), находим второе дополни-
тельное граничное условие

       (30)

Дифференцируя (24) по переменной Fo, а уравне-
ние  (21) – по переменной ξ, после сопоставления полу-
ченных соотношений находим третье дополнительное 
граничное условие

           (31)

Физический смысл дополнительных граничных ус-
ловий (15), (30), (31) в том, что их выполнение искомым 
решением эквивалентно выполнению уравнения (21) в 
граничных точках ξ  =  0 и ξ  =  1. Расчеты показывают, 
что с увеличением числа дополнительных граничных 
условий, выполняемых в точках ξ  =  0 и ξ  =  1, выполне-
ние искомым решением (25) уравнения (21) существен-
но улучшается.

Подставляя (25), ограничиваясь шестью членами 
ряда, в основные (22)  –  (24) и дополнительные (15), 
(30), (31) граничные условия, относительно неизвест-
ных коэффициентов bk (q2 ) (k  =  0,  1,  2,  ...,  5) будем 
иметь цепочную систему алгебраических линейных 
уравнений. Соотношение (25) после определения bk (q2 ) 
во втором приближении принимает вид

    (32)

Подставляя (32) в интеграл теплового баланса (27), 
относительно q2 (Fo) получаем следующее обыкновен-
ное дифференциальное уравнение

       (33)

где 

Интегрируя уравнение (33), при начальном условии 
q2 (Fo1 )  = Θ (1,  Fo1 ) находим

 (34)

где A1  =  –0,512 Po1  +  1,126 Po1 Fo  –  1,1267; A2  =  0,012 Po1 – 
–  0,126 Po1 Fo  +  0,126.

Отметим, что в качестве начального условия функ-
ции q2 (Fo1 ) использована формула (18) при Fo  =  Fo1 .

Результаты расчетов безразмерной температуры 
в первом и втором приближениях второй стадии про-
цесса (при Bi  →  ∞, Po  =  0, Po1  =  50) представлены на 
рис.  4. Их анализ позволяет заключить, что использова-
ние дополнительных граничных условий дает возмож-
ность существенно увеличить точность получаемых 
решений. Отметим, что при Fo  ≥  2, распределение тем-
пературы в пластине не зависит от времени, т.  е. про-
цесс теплообмена становится стационарным.

Преимущество полученных выше приближенных 
аналитических решений состоит в том, что при ис-
пользовании экспериментальных данных об измене-
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нии температуры в какой-либо точке пространственной 
координаты во времени может быть идентифицирован 
внутренний источник теплоты Po1 . В качестве приме-
ра рассмотрим задачу по определению мощности по-
стоянного внутреннего источника теплоты (Po  =  0) при 
заранее известных условиях теплообмена поверхности 
пластины с окружающей средой, например, при Bi  =  10.

Допустим, в ходе эксперимента измеряется темпера-
тура на поверхности пластины в точке ξ  =  0 в некотором 
диапазоне 0,02  ≤  Fo  ≤  0,05. В качестве эксперименталь-
ных данных будем использовать значения температуры 
при Po  =  15, полученные на основе точного решения 
задачи (1) – (4) [4] (рис. 5):

Fo 0,02 0,03 0,04 0,05
Θ(Fo) 0,82397 0,91943 0,99183 1,0513

Аппроксимируя экспериментальные данные поли-
номом третьей степени, найдем функцию Θ(Fo), опи-
сывающую распределение температуры в точке ξ  =  0: 

 (35)

Решение задачи (1) – (4), полученное на основе оп-
ределения фронта температурного возмущения (во вто-
ром приближении первой стадии процесса) при Bi = 10, 
ξ  =  0, записывается в виде

 (36)

Приравнивая (35), (36) и определяя интеграл от по-
лученного соотношения в пределах 0,02  ≤  Fo  ≤  0,05, 
получаем

  (37)

Вычисляя интегралы в (37), будем иметь алгебраи-
ческое уравнение

              (38)

из решения которого Po1  =  14,961. Точное значение чи-
сла Померанцева Po1  =  15. Следовательно, отклонение 
найденного из уравнения (38) числа Po1 от его точного 
значения составляет менее 0,5  %.

Выводы.  Применяя дополнительные граничные 
ус ло вия в интегральном методе теплового баланса, 
полу чено приближенное аналитическое решение не-
стационарной задачи теплопроводности для бесконеч-
ной пластины при симметричных граничных условиях 
треть его рода с переменным во времени источником 
теплоты. Разделение процесса теплопроводности на 
две стадии по времени позволило для каждой из них 
получить приближенное аналитическое решение прос-
того вида с достаточной для инженерных приложений 
точностью.

Используя полученные решения, а также результа-
ты точного аналитического решения этой же задачи, 
путем решения обратной задачи теплопроводности 

Рис. 5. Изменение безразмерной температуры в точке ξ = 0 при Рo: 
1 – 0; 2 – 5; 3 – 8; 4 –10; 5 – 15; 6 – 20; 7 – 25;  – приближен-

ное аналитическое решение;    –  экспериментальные данные 
(Θ(Fo))

Fig. 5. Distribution of the dimensionless temperature in point ξ = 0 at 
Рo: 

1 – 0; 2 – 5; 3 – 8; 4 –10; 5 – 15; 6 – 20; 7 – 25;  – approximate 
analytical solution;   – experimental data (Θ(Fo))

Рис. 4. Распределение безразмерной температуры в пластине с вну-
тренними источниками теплоты (вторая стадия процесса) 

(Bi → ∞, Po = 0, Po1 = 50) при Fo: 
1 – 0,2; 2 – 0,4; 3 – 0,8; 4 – 2,0; 5,0;  – точное решение; 

 – первое приближение;  – второе приближение

Fig. 4. Distribution of the dimensionless temperature in a plate with 
inner heat sources (second stage of the process) (Bi → ∞, Po = 0, 

Po1 = 50) at Fo: 
1 – 0,2; 2 – 0,4; 3 – 0,8; 4 – 2,0; 5,0;  – exact solution;  – fi rst 

approximation;  – second approximation
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идентифицирован переменный во времени источник 
теплоты. Результаты точного аналитического решения 
могут быть заменены экспериментальными данными. 
Полученные приближенные аналитические решения 
при известном из эксперимента изменении температу-
ры в отдельной точке пластины во времени могут быть 
использованы для определения неизвестного источни-
ка теплоты, инициируемого какими- либо полями или, 
например, при полиморфном превращении металлов в 
процессе их кристаллизации. Могут быть идентифи-
цированы также и любые другие заранее неизвестные 
параметры  – начальные и граничные условия, физиче-
ские свойства среды, размеры конструкции (толщина 
пластины).
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Abstract. On the base of the temperature perturbations front and addi-
tional boundary conditions the authors have obtained the approxi-
mate analytical solution of the heat-conduction problem for infinite 
plate by boundary conditions of the third kind and time-variable 
heat source. Heat-conduction process was divided into two stages 
according to the time, that (dividing) helps to find simple analytical 
solutions for each stage separately. Obtained solutions are in the 
form of algebraic power series with time-dependent coefficients, 
those (coefficients) defined major and an extra boundary condi-
tions, specified at the boundary points and at the temperature per-
turbations front, but in such a way that their implementation of the 
desired solution was equivalent to executing differential equations 
boundary-value problem in the whole range of spatial and temporal 
variables. Using described method it is possible to obtain analyti-
cal solutions in the entire time range of the non-stationary process, 
including small and the smallest values, almost with a given degree 
of accuracy. Obtained in this work, an analytical solution was used 
to identify time-varying source of warmth by solving the inverse 
heat-conduction problem.

Keywords: heat-conduction problem, infi nite plate, approximate analyti-
cal solution, time-variable heat source, integral method, temperature 
perturbations front, additional (extra) boundary conditions, heat 
source identifi cation.
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