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Аннотация. Предложен дискретный аналог дифференциального уравнения теплопроводности, позволяющий использовать неравномерные 
расчетные сетки для моделирования процесса непрерывной разливки. Такой способ задания сетки позволяет учесть распределение тем-
пературных градиентов в теле модели, что повышает точность аппроксимации и адекватность результатов расчета. Разработана матема-
тическая модель процессов кристаллизации и усадки непрерывнолитого сляба в кристаллизаторе МНЛЗ. Применение неравномерной 
расчетной сетки позволило при моделировании использовать элементы с размером порядка 1-2 мм. На основе этой модели проведены 
исследования по искажению профиля поперечного сечения сляба под воздействием стенок кристаллизатора. Расчет геометрического про-
филя позволяет уточнить условия теплового и механического взаимодействия затвердевающей корочки со стенками кристаллизатора и 
решить задачу на определение величин рациональной конусности кристаллизаторов МНЛЗ, обеспечивающих уменьшение пораженности 
заготовок поверхностными и подповерхностными трещинами. 
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Несмотря на то, что протяженность кристаллизатора 
относительно полной длины ручья МНЛЗ незначитель-
на, процессы, протекающие в его пределах, оказывают 
существенное влияние на качество непрерывнолитых 
заготовок (НЛЗ). Зарождение и развитие большинства 
дефектов НЛЗ происходит именно в кристаллизаторе 
МНЛЗ [1  –  3]. В связи с этим методам исследования 
процессов, протекающих в кристаллизаторах МНЛЗ, 
уделяется так много внимания.

Развитие компьютерных технологий и ряд преи-
муществ методов математического моделирования 
определили широкое их применение при изучении 
металлургических процессов. На сегодняшний день 
в литературе представлен широкий спектр различных 
математических моделей формирования НЛЗ в крис-
таллизаторе МНЛЗ. Наиболее простые одномерные 
модели, как правило, применяют для решения сугубо 
тепловых задач охлаждения и затвердевания загото-
вок  [4]. Разработка двухмерных моделей позволяет 
производить расчеты прочности и усадки поперечного 
сечения заготовки [5  –  7]. При решении гидродинами-
ческих задач пространственная размерность модели 
должна быть представлена в трех измерениях [8  –  10]. 
Для численной реализации моделей наибольшее рас-
пространение получили методы конечных разностей 
(МКР) и конечных элементов (МКЭ). Последняя схе-
ма обладает рядом неоспоримых преимуществ: уни-

версальность, возможность описания формы объекта 
практически любой сложности, неравномерная дискре-
тизация расчетных сеток и др. [8, 11, 12]. Однако не-
достатком реализации МКЭ является относительно 
высокая ресурсоемкость в отношении к персональным 
компьютерам.

Применение явной схемы МКР значительно сокра-
щает требования вычислительной программы к ма-
шинным ресурсам. Поскольку в большинстве случаев 
профиль НЛЗ является прямоугольным, это позволяет 
применять МКР при сохранении высокой точности ап-
проксимации пространства модели. Эти обстоятельства 
привели к широкому использованию МКР при модели-
ровании непрерывной разливки. Однако часто встре-
чаю щимся недостатком большинства представленных в 
литературе конечно-разностных математических моде-
лей является применение равномерной дискретизации 
геометрического пространства модели. Такой способ 
задания сетки не учитывает распределения темпера-
турных градиентов в теле модели, что ухудшает точ-
ность аппроксимации и, как следствие, – результатов 
расчета. В связи с этим разработка конечно-разностных 
методик, позволяющих оперировать неравномерными 
расчетными сетками, дает возможность приблизить их 
эффективность к эффективности конечно-элементных 
методов и значительно сократить машинную нагрузку. 
Однако в современной технической литературе уделя-
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ется мало внимания применению неравномерных рас-
четных сеток при моделировании непрерывной разлив-
ки с использованием МКР.

Цель настоящего исследования – разработка конеч-
но-разностной математической модели затвердевания и 
усадки слябовой заготовки в кристаллизаторе МНЛЗ, 
использующей неравномерную расчетную сетку, для 
повышения точности и скорости расчетов теплового и 
геометрического профилей НЛС.

Моделирование нестационарного процесса охла-
ждения отливок основано на решении базового диффе-
ренциального уравнения теплопроводности [12, 13]:

              (1)

где Т – температура металла, °С; C – теплоемкость 
металла, Дж/(кг·°С); ρ – плотность металла, кг/м3; 
λ  –  теп лопроводность металла Вт/(м·°С); τ – время, с; 
Qv  –  объемный источник тепла, Вт.

Применение МКР предусматривает замену беско-
нечно малых составляющих дифференциального урав-
нения конечными значениями посредством дискре-
тизации моделируемого пространства и применения 
гипотезы о линейном изменении температуры в преде-
лах элемента. При этом выражение (1) заменяется диск-
ретным аналогом, из которого может быть получена 
система линейных уравнений. Обычно модель разбива-
ют на равные по объему и форме прямоугольные эле-
менты, что значительно упрощает дискретный аналог 
дифференциального уравнения и алгоритм построения 
расчетной сетки. Однако ввиду того, что такой подход 
обладает перечисленными выше недостатками, была 
разработана конечно-разностная модель, использую-
щая неравномерную расчетную сетку. 

Основным требованием к построению сетки для 
МКР является то, что узловые точки должны лежать 
на пересечениях линий, параллельных координатным 
осям, при этом варьируется только расстояние между 
этими линиями. Чем меньше шаг между линиями, тем 
(потенциально) точнее аппроксимация. В случае мо-
делирования охлаждения слитка с учетом локальных 
коэффициентов теплоотвода желательно повышать 
точность у корки слитка – на границе расчетной сет-
ки. С  учетом параболического характера распределения 
температуры в расчетной области предложено прово-
дить расчет линейных размеров сетки по уравнению

      (2)

где Δxi – линейный размер i-го элемента, м; L – общий 
линейный размер модели, м; i – номер элемента; n  –  об-

щее количество элементов;  нормирующий коэф- 

 фициент.

Нумерация элементов должна быть направлена от 
краев сетки к тепловому центру рассматриваемого се-
чения.

В большинстве случаев в МКР не проводится точ-
ный вывод уравнений из выражения (1). Вместо этого 
создаются упрощенные уравнения теплового баланса, 
оперирующие потоками, параллельными координат-
ным осям и направленными от узла к узлу. При этом 
возникает понятие «контрольный объем» (КО), для 
которого производится расчет среднего значения теп-
лового потока через его границы по направлениям ко-
ординатных осей. На рис.  1 контрольные объемы за-
штрихованы. 

Границы КО определяются пересечением линий, 
проведенных по средним точкам между координатами 
узлов расчетной сетки. При применении равномерной 
расчетной сетки геометрические размеры контроль-
ных объемов и элементов сетки совпадают, а тепловой 
центр контрольного объема находится в его геометри-
ческом центре (рис.  1,  а), что существенно упрощает 
формулировку дискретного аналога дифференциаль-
ного уравнения теплопроводности. При использовании 
неравномерной расчетной сетки появляются два вари-
анта взаимного расположения КО и расчетных узлов 
сетки. В первом варианте расчетный узел располага-
ется на пересечении диагоналей КО и ассоциируется 
с его тепловым центром. Однако при этом варианте 
невозможно получить узел на границе сетки. Пробле-
ма решается введением вокруг сетки дополнительного 
слоя нулевой толщины, создающего узлы на «откры-
тых» гранях контрольных объемов (рис.  1,  а). Новые 
объемы не нарушают физики, поскольку имеют нуле-
вые теплоемкость и теплопроводность вдоль границы 
и бесконечно большую теплопроводность от границы в 
сетку. Однако ввод дополнительных узлов увеличивает 
размер системы уравнений.

Во втором подходе границы КО располагаются по-
середине между узлами расчетной сетки, которые в 
свою очередь смещены относительно геометрического 
центра КО (рис.  1,  б). Второй вариант расстановки уз-
лов выглядит проще, и узлы на границе можно полу-
чить без дополнительных приемов. Но смещение узлов 
относительно геометрических центров контрольных 
объемов усложняет вывод формул, связывающих поле 
температур с полем потоков, а также усложняет учет 
теп лоемкости и свойств материала, зависящих от тем-
пературы, что в свою очередь может повлиять на точ-
ность метода.

В настоящей работе представлена двухмерная мо-
дель поперечного сечения НЛЗ. Применительно к усло-
виям теплообмена в кристаллизаторе расчет может вы-
полняться для четверти сечения НЛЗ. В таком случае 
по осям симметрии X и Y откладываются половины 
ширины и толщины сечения соответственно. Также в 
расчетах необходимо учитывать толщину сечения, ко-
торая зависит от условий разливки. Толщина направле-
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на по оси Z, соответствующей продольной оси МНЛЗ, 
вдоль которой движется плоская система координат 
поперечного сечения. Для этих условий разработан 
вариант диск ретного аналога уравнения (1), предусма-
тривающий возможность применения неравномерных 
расчетных сеток со смещенным расположением узлов 
относительно центра КО:

  (3)

где Cэ (i,  j) – эффективная теплоемкость материала в КО, 
ассоциированном с узлом (i,  j),  Дж/кг (кроме непос-
редст венной зависимости от температуры, учитывает 
теплоту фазового перехода [12]);  и   – темпера-
тура в узле (i,  j) в момент времени k и k  +  1 соот ветст-
венно,  К; Qx и Qy – тепловые потоки по осям x и y,  Вт; 
V(i,  j)  – локальный объем, ассоциированный с узлом 
(i,  j), м3; Δτ  – шаг по времени, с.

Локальный объем рассчитывается по формуле

    (4)

где x(i) – координаты узла расчетной сетки по осям x и у 
соответственно, м; Z k – толщина слоя поперечного се-
чения модели НЛЗ, м.

Толщина слоя определяется в соответствии со ско-
ростью разливки (v, м/с) по уравнению

              (5)

Для расчета тепловых потоков по осям используют-
ся следующие уравнения:

      (6)

      (7)

в которых λ – теплопроводность соответствующего 
узла, Вт/(м·К); Sy( j) – площадь границы контрольного 
объема, параллельной осям Y и Z, определяется по фор-
муле

   (8)

Тепловые потоки Qy в направлении оси Y и площади 
Sx(i) в направлении осей X, Z рассчитываются аналогич-
но уравнениям (6) – (8) с подстановкой соответствую-
щих координат и величин.

Для узлов, расположенных по наружной границе, 
тепловые потоки с внешней стороны определяются на 
основании граничных условий третьего рода. Коэффи-
циент теплоотдачи рассчитывается для каждого внеш-
него узла с учетом условий контактного теплообмена и 
теплообмена излучением через газовый зазор [14,  15]. 
При расчете контактного теплообмена учитывается 
толщина шлакообразующегося слоя (ШОС) в зазо-

Рис. 1. Пример дискретизации двухмерного моделируемого пространства с использованием равномерной (а) 
и неравномерной (б) расчетных сеток

Fig. 1. Example of discretization and two-dimensional model-based space with the use of even (а) and uneven (б) estimated nets
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ре между стенкой кристаллизатора и затвердевающей 
корочкой слитка. Толщина ШОС в начальный момент 
принимается в диапазоне 1  –  3  мм. В дальнейшем, по 
высоте кристаллизатора толщина ШОС изменяется в 
зависимости от условий усадки поперечного сечения 
заготовки и конусности стенок кристаллизатора.

Усадка поперечного сечения определяется на осно-
вании данных об изменении линейных размеров эле-
ментов по ортогональным направлениям X и Y:

   (9)

где  и  – линейный размер расчетного элемента в 
текущий и следующий момент времени соответствен-
но, м; αt – коэффициент линейного расширения стали, 
зависящий от температуры, °С–1.

Следует учесть, что уравнение (9) описывает сво-
бодную усадку элементов расчетной сетки. Примене-
ние условия сплошности материала в модели позволит 
рассчитать геометрическую форму поперечного сече-
ния заготовки, обусловленную процессом свободной 
усадки стали при ее затвердевании и охлаждении.

Результатами работы представленной математиче-
ской модели являются тепловое поле и геометрическая 
форма поперечного сечения НЛЗ (рис.  2).

Прогнозирование геометрического профиля заго-
товки позволяет оценивать условия взаимодействия 
затвердевающей корочки со стенками кристаллиза-

тора и роль их конусности в процессе формирования 
непрерывнолитой заготовки. Абсолютные значения ве-
личины усадки корочки стали по длине широкой гра-
ни существенно превосходят значения по длине узкой 
грани. Это приводит к искажению профиля заготовки в 
ее углах, что хорошо видно на рис.  2. Применение не-
равномерной расчетной сетки позволяет детально (раз-
меры элементов в углах заготовки на рис.  2 находятся 
на уровне 1,5  –  2,0  мм) оценить характер искажений 
профиля заготовки. 

В представленных примерах расчета (рис.  2,  б  –  г) 
рассмотрены несколько вариантов взаимодействия ко-
рочки стали со стенками кристаллизатора. Анализ ре-
зультатов расчета позволяет сделать следующий ряд 
заключений.

На величину усадки корочки стали, сформирован-
ной по широкой грани заготовки, основное влияние 
оказывают физические свойства разливаемой стали и 
условия теплообмена по широким граням кристаллиза-
тора. При этом локальные уменьшения коэффициента 
теплоотдачи в углах заготовки, вызванные изменением 
условий контакта и возникновением газового зазора, 
практически не оказывают влияния на величину усадки 
корочки в целом. Негативное влияние резких измене-
ний теплового потока в углах заготовки сказывается на 
термонапряженном состоянии твердой корочки стали, 
что в результате увеличивает вероятность образования 
различного рода трещин.

Действие ферростатического давления на твердую 
оболочку слитка противоположно по направлению си-
лам, возникающим в результате усадки. Превосходст-

Рис. 2. Результаты расчета теплового и геометрического профилей поперечного сечения НЛЗ в нижней точке кристаллизатора: 
а – общий вид расчетной сетки; б – недостаточная конусность; в – избыточная конусность; г – рациональная конусность; 

1 – кристаллизатор; 2 – жидкая сталь; 3 – твердая корочка стали; 4 – ШОС; 5 – газовый зазор

Fig. 2. Calculation results of thermal and geometrical profi les of cross-sections of a continuously cast billet in a bottom point of a crystallizer: 
а – general view of an estimated net; б – insuffi  cient conicity; в – excess conicity; г – rational conicity; 

1 – crystallizer; 2 – liquid steel; 3 – steel solid crust; 4 – slag-forming layer; 5 – gas clearance
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во первой из сил приводит к выпучиванию заготовки 
и возникновению растягивающих деформаций, сопро-
вождающихся образованием трещин в твердой корочке 
стали. В этом случае стенки кристаллизатора высту-
пают в роли формообразователя заготовки и принима-
ют на себя воздействие ферростатического давления. 
В  зависимости от соотношения величин конусности 
стенок кристаллизатора и усадки твердой оболочки мо-
гут иметь место три варианта условий взаимодействия 
слитка и кристаллизатора.

На рис.  2,  б представлен вариант недостаточной ко-
нусности узких стенок кристаллизатора. В этом случае 
происходит выпучивание узких граней сляба, что со-
провождается появлением и развитием различных тре-
щин в углах НЛЗ. Резкое уменьшение теплового потока 
в результате возникновения газового зазора в углах так-
же усугубляет ситуацию.

Рис.  2,  в – вариант избыточной конусности. В этом 
случае узкие стенки кристаллизатора воздействуют на 
корку стали, сформированную по широкой грани не-
прерывнолитой заготовки, поджимая ее в направлении 
оси заготовки. Усилия, приложенные к корке с двух сто-
рон, могут вызывать ее деформацию и изменение ус-
ловий контакта с широкими стенками кристаллизатора. 
Кроме этого, возрастает величина сил трения в углах 
нижней части кристаллизатора, что приводит к повы-
шенному износу рабочих стенок кристаллизаторов и 
ухудшению качества поверхности НЛЗ.

Решая задачу оптимизации в рамках предложенной 
модели, возможно определение третьего варианта взаи-
модействия стенок кристаллизатора и корочки слитка  – 
вариант рациональной конусности (рис.  2,  г). В этом 
случае производится минимизация негативных факто-
ров, имеющих место в первых двух представленных 
вариантах конусности кристаллизатора, и обеспечи-
вается максимальное качество поверхности заготовки. 
Основным условием рациональной конусности стенок 
кристаллизатора является максимально точная компен-
сация усадки корочки стали. В результате достигается 
выравнивание тепловых потоков по периметру контак-
та заготовки и стенок кристаллизатора, улучшают ся 
условия термонапряженного состояния корочки, ми-
нимизируются величины ее деформации и сил трения, 
возникающих между стенками кристаллизатора и ко-
рочкой слитка.

Выводы. Разработан новый вид конечноразностно-
го дискретного аналога дифференциального уравне-
ния нестационарной теплопроводности, позволяющий 
производить неравномерную геометрическую дискре-
тизацию моделируемого пространства. Применение 
неравномерных расчетных сеток при моделировании 
процессов непрерывной разливки позволяет учесть 
характер распределения температурных градиентов по 

сечению заготовки и тем самым существенно повысить 
эффективность работы модели. Разработанная матема-
тическая модель формирования непрерывнолитой за-
готовки в кристаллизаторе МНЛЗ позволяет проводить 
прогнозирование теплового и геометрического профи-
лей заготовки. Расчет геометрического профиля дает 
возможность уточнить условия теплового и механичес-
кого взаимодействия затвердевающей корочки со стен-
ками кристаллизатора и решать задачу определения 
рациональной конусности кристаллизаторов МНЛЗ, 
обеспечивающих уменьшение пораженности заготовок 
поверхностными и подповерхностными трещинами. 
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USAGE OF UNEVEN ESTIMATED NETS FOR MATHEMATICAL MODELING 
OF THE PROCESSES OF CONTINUOUS CAST BILLET FORMATION IN A CCM CRYSTALLIZER

A.V. Fedosov

Azov State Technical University, Mariupol, Ukraine

Abstract. The discrete analog of diff erential equation of heat conduction 
allowing applying irregular computational net for the mathematical 
modeling of continuous casting was proposed. This method of me-
shing allows taking into account the distribution of temperature gra-
dients in the model. It improves accuracy of the approximation and 
adequacy of the computation results. The mathematical model of crys-
tallization and shrinkage of slab in CCM mold was developed. App-
lication of irre gular computational net allowed using the elements of 
size of 1  –  2  mm in modeling. The researches of slab cross-section 
profi le distortion under the infl uence of the mold were conducted on 
the basis of this model. Calculation of the geometrical profi le allows to 
specify the conditions of the thermal and mechanical interaction of the 
solidifi ed shell with the mold walls and to solve the task of determina-
tion of optimal mold taper of CCM, ensuring reduction in number of 
slabs aff ected by surface and subsurface cracks.

Keywords: fi nite-diff erence method, diff erential equation, discrete analog, 
continuously cast ingot, crystallizer, conicity, heat fl ow, heat transfer 
coeffi  cient, shrinkage.
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