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Аннотация. Разработана математическая модель расчета напряженного состояния отливки при формировании ее полости цилиндрическим 
стержнем. Получены зависимости возникающих радиальных и окружных напряжений, а также распределенного контактного усилия, 
прог нозирующие силовое взаимодействие системы отливка – стержень при различном сочетании их жесткостей, выраженных модулями 
продольной упругости. Показано, что наибольшие напряжения возникают в слоях отливки, сопряженных с поверхностью стержня. Рас-
смотрено влияние температурного градиента, жесткости отливки и песчано-глинистой формовочной смеси, геометрических параметров 
отливки, отображенных толщиной стенки и наружным радиусом, на величину возникающих в отливке радиальных и окружных напряже-
ний, а также распределенного контактного усилия. Произведена оценка влияния этих факторов на напряженно-деформированное состоя-
ние стенки отливки, выраженное через эквивалентное напряжение, полученное с использованием второй гипотезы прочности. 
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Изготовление качественной литой заготовки сопря-
жено с необходимостью анализа большого количества 
факторов, влияющих на получение здорового безде-
фектного литья. Одним из таких факторов являются 
возникающие в процессе усадочной деформации на-
пряжения, величина и совокупность которых может 
привести к образованию холодных или горячих трещин 
в теле отливки.

В практике литейного производства можно выде-
лить три основных направления оценки возможного 
трещинообразования в отливке:

– оценка по технологическим литейным пробам 
[1  –  4]; 

– критериальная оценка горячеломкости [5 – 8]; 
– математическая оценка силового взаимодействия 

отливки и формы [9 – 11]. 
Однако в данных работах уделено недостаточно 

внимания взаимодействию отливки со стержнем.
При охлаждении отливки, полость которой форми-

руется цилиндрическим стержнем, в результате усадоч-
ной деформации ε

               (1)

где α – коэффициент температурного расширения,  °С –1; 
ΔT  – градиент по времени средней по толщине тем-
пературы стенки отливки, °С; Rв – внутренний ра-
диус отливки, м, происходит сжатие стержня ввиду 
уменьшения размеров отливки и растяжение тела 
литой заготовки при сопротивлении деформации 
стержня. 

Для упрощения расчета возникающего напряженно-
го состояния отливки сплошной стержень заменим пус-
тотелым с равнозначной ему жесткостью (рис. 1). Для 
этого рассчитаем приведенную толщину стенки пусто-
телого стержня так, чтобы модули упругости стержня и 
отливки были равны E1 :
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Рис. 1. Схема к расчету силового взаимодействия отливки 
и стержня

Fig. 1. Scheme of the power interaction of casting and rod
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            (2)

где δ2 – толщина стенки стержня, м (см.  рис.  1.); E1 ,  Е2  – 
модуль продольной упругости отливки и стержня соот-
ветственно, МПа.

Таким образом, будет рассматриваться силовое вза-
имодействие двух цилиндров с толщинами стенок δ1 и 
δприв .

Рассчитаем растягивающую деформацию отливки 
Uв1 , вызванную сопротивлением стержня:

               (3)

где Рк – давление на границе контакта отливка-стер-
жень, МПа; μ – Коэффициент Пуассона, ед; Rн – наруж-
ний радиус отливки, м.

Деформация стержня  , вызванная сжатием отлив-
ки, равна

   (4)

где rн , rв – соответственно наружний и внутренний ра-
диус пустотелого стержня, м.

Из условия совместности деформации получим ра-
венство [12]:
             (5)

Подставив в выражение (5) уравнения (1), (3), (4), 
определим контактное давление на границе отливка – 
стержень:

    (6)

Данная формула описывает взаимодействие отлив-
ки со стержнем при условии E1  >  E2 . В случае большей 
жесткости стержня E2  >  E1 , приведенная толщина стен-
ки δприв не рассчитывается, а выражение (6) примет сле-
дующий вид для сплошного стержня:

          (7)

для пустотелого:

  (8)

Зная значение контактного давления Рк , не трудно 
определить величину радиальных и окружных напря-

жений, возникающих в стенке отливки, применив урав-
нения Ламе [13]:

   (9)

    (10)

где σr , σо – радиальные и окружные напряжения соот-
ветственно, МПа; r – текущая координата (максималь-
ные напряжения σr и σо будут при r = Rв ), м.

Учитывая, что в температурном интервале хрупкос-
ти стали и сплавы ведут себя как хрупкие тела [11], для 
определения опасного состояния отливки используем 
вторую теорию прочности, которая применительно к 
данному случаю будет отображена в следующем виде: 

      (11)

где  – эквивалентное напряжение по II теории проч-
ности, МПа; σв – предел прочности материала, МПа.

Применим выражения (6) – (11) для анализа влияния 
различных факторов на возникающее напряженное сос-
тояние цилиндрической отливки из стали Ст.35Л при 
взаимодействии ее с сухим песчано-глинистым стерж-
нем. Используемые в расчетах механические характе-
ристики материала при высоких температурах вычис-
лены по зависимостям, предложенным в работе [14]. 
Коэффициент Пуассона в расчетах принимался рав-
ным μ  =  0,3. Модуль продольной упругости материа-
ла стерж ня определен для следующего компонентного 
сос тава сухого стержня из песчано-глинистой смеси с 
содержанием связующего: 4  % каолиновой и 2  % бен-
тонитовой глин [15]. Во всех исследуемых температур-
ных интервалах выполнялось условие E1  >  E2 .

Распределение радиальных и окружных напряже-
ний по толщине стенки отливки при температурном 
градиенте 100  °С изображено на рис.  2. 

Влияние различных технологических факторов на возни-
кающие максимальные напряжения представлено на рис.  3.

Проведенный анализ силового взаимодействия пока-
зал, что при понижении температуры литой стенки (увели-
чение температурного градиента) происходит увеличение 
максимальных значений как радиальных, так и окружных 
напряжений (рис.  3,  а), связанное с линейной усадкой ма-
териала отливки. Снятие этих напряжений возможно сво-
евременной выбивкой литой заготовки из формы. 

Увеличение толщины стенки отливки δ1 (рис.  3,  б), 
несмотря на возрастание контактного давления Рк , сни-
жает величину максимальных напряжений в виду уве-
личения сечения стенки отливки, а, следовательно, по-
вышает сопротивление деформации, вызванное низкой 
податливостью стержня.

Анализ влияния геометрических параметров на нап-
ряженное состояние отливки показал, что с увеличени-
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ем внешних размеров при постоянной толщине ее стен-
ки происходит повышение напряжений (рис.  3,  в), так 
как с ростом радиуса отливки деформировать стержень 
значительно сложнее. Следовательно отливки с мень-
шим радиусом при одинаковой толщине стенки менее 
подвержены риску возникновения в них трещин.

Увеличение модуля продольной упругости материа-
ла отливки Е1 и стержня Е2 приводит к повышению на-
пряжений (рис.  3,  г). Анализируя динамику изменения 
контактного давления (см.  рис.  3,  г) видно, что модуль 
продольной упругости Е2 обладает большим влиянием 
на величину контактного давления, нежели Е1 . Следо-
вательно технологическим управлением механически-
ми свойствами литейных стержней (увеличением их 
податливости) возможно добиться более эффективной 
борьбы с трещинообразованием в отливке.

Выводы. В ходе проведенной работы получен мате-
матический аппарат, обеспечивающий прогнозирова-
ние напряженно-деформированного состояния в сис-
теме «отливка – литейный стержень». Разработанные 
модели могут быть использованы при количественном 
анализе напряжений в литой заготовке с целью исклю-
чения образования брака, связанного с появлением в ее 
теле горячих и холодных трещин.

 Рис. 3. Влияние различных факторов на контактное давление и напряжения в стенке отливки:
а – градиента температуры; б, в – геометрических параметров; г – модуля продольной упругости (1, 2, 6 –  , σ0 , σr при варьировании Е1 ; 

3, 4, 5 –  , σ0 , σr при варьировании Е2 )

Fig. 3. The infl uence of various factors on stress and contact pressure in the casting wall: 
a – infl uence of the temperature gradient; б, в – geometrical parameters; г – modulus of elongation (1, 2, 6 –  , σ0 , σr at varying E1 ; 

3, 4, 5 –  , σ0 , σr at varying E2 )

Рис. 2. Распределение радиальных и окружных напряжений по 
толщине стенки отливки

Fig. 2. Distribution of radial and tangential stresses at the wall thickness 
of the casting
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CALCULATIONS FOR THE STRENGTH OF CASTING AT THE FORMATION 
OF ITS CAVITY BY CYLINDRICAL ROD

Iඓඏൾඌඍංඒൺ VUZඈඏ.  Cඁൾඋඇൺඒൺ Mൾඍൺඅඅඎඋ඀ංඒൺ = Iඓඏൾඌඍංඒൺ.  Fൾඋඋඈඎඌ Mൾඍൺඅඅඎඋ඀ඒ.  2016.  Vඈඅ.  59.  Nඈ.  1 ,  pp. 39–42.

A.S. Savinov, Cand. Sci. (Eng.), Assist. Professor, Head of 
the Chair of Mechanics ( savinov_nis@mail.ru )

Magnitogorsk state technical university named after G.I. Nosov 
(38, Lenina ave., Magnitogorsk, 455000, Russia)

Abstract. The mathematical model of stress calculation of casting at forming 
of its cavity by cylindrical rod has been analyzed in the paper. The depen-
dencies of arising radial and tangential stresses were determined, as well as 
distributed contact pressure predicting force interaction of the “casting-rod” 
system in various combinations of stiff ness expressed by modulus of elon-
gation. It is shown that the highest stresses occur in the layers of casting adja-
cent to the rod surface. The infl uence of the temperature gradient, the rigidity 
of the casting and sand-clay molding sand, casting geometric para meters 
displayed wall thickness and the outer radius, on the value of appearing in 
the casting of radial, tangential and equivalent stresses, as well as the distri-
bution of contact forces has been considered. The impact of these factors on 
the strain-stress state of the casting wall, expressed in terms of equivalent 
stress obtained using the second hypothesis strength has been estimated. 

Keywords: casting, rod, contact pressure, temperature shrinkage, rod hard-
ness, modulus of elongation.
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