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Аннотация. Разработана методика расчета полного времени затвердевания блюмингового слитка. В качестве математического метода решения 
сформулированной задачи затвердевания и охлаждения слитков применен хорошо зарекомендовавший себя для решения задач металлур-
гической теплотехники метод эквивалентных источников (МЭИ) Ю.С. Постольника. Решение задачи выполнено в соответствии со схемой 
термического слоя для двух последовательных этапов теплообмена: инерционного и регулярного. Сопоставление расчетных данных для 
промышленного блюмингового слитка по МЭИ с результатами опытных данных и по методу Л.С. Лейбензона показали удовлетворитель-
ное согласование по времени полного затвердевания, что позволяет использовать полученное решение при расчетах процессов затверде-
вания промышленных слитков. Предлагаемая методика может быть использована в теплотехнических расчетах режимов затвердевания и 
охлаждения слитков и заготовок при разливке в изложницы и в процессе непрерывного литья для оценки времени полного затвердевания 
слитка и температурного поля. 
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Анализ исследований в области металлургической 
теплотехники и теплофизики за последние 50  –  60  лет 
показывает, что многие известные ученые  – Г.П.  Иван-
цов, Л.С.  Лейбензон, Э.М.  Гольдфарб, А.И.  Вейник, 
Ю.А.  Самойлович, Б.Я.  Любов, М.А.  Глинков, В.А.  Ефи-
мов [1  –  9]  – уделяли значительное внимание задачам 
нелинейной теплопроводнос ти, в которых одновремен-
но необходимо определить и температуру тела, и закон 
продвижения раздела фаз с выделением (поглощением) 
теплоты. 

Если всесторонне рассматривать и тем более ре-
шать насущные проблемы и задачи в металлургиче-
ских технологиях с целью их влияния на ход техноло-
гического процесса, не вызывает сомнений тот факт, 

что исключительно важные прикладные задачи метал-
лургической теплотехники, обозначенные как «про-
блема Стефана»  [10], являются одними из главных в 
металлургии. Это обусловлено тем, что сами терми-
ны «плавление», «затвердевание», «кристаллизация», 
«нагревание», «охлаждение» являются важнейшими в 
металлургии, ибо без их использования не представ-
ляется возможным решить ни одну из многих сущест-
вующих теплотехнических и технологических задач: 
режим плавления легирующих компонентов, окаты-
шей; затвердевание-охлаждение непрерывнолитых за-
готовок; процесс производства крупных блюминговых 
слитков и т.д.

Вопросы, присущие стефановской тематике, име-
ют, по нашему мнению, значительное прикладное зна-
чение в металлургической теплотехнике и теплофизи-
ке1 [11,  12].

В настоящей работе приводятся результаты иссле-
дований по теории затвердевания крупнотоннажных 
блюминговых слитков, при этом разработанная на ос-
нове теоретических результатов технология опробо-
вана и внедрена на ряде крупных металлургических 
комбинатов.
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1 При подготовке конкретной публикации принято во внима-
ние, что в 2015 г. отмечается 90 лет выдающемуся советскому и 
украинс кому ученому в области металлургической теплофизики, 
теплотехники и термомеханики, д.т.н., профессору Юрию Степано-
вичу Постольнику (1925 – 2007 гг.), имя которого увековечено тео-
ретическими работами в области нелинейной теп лопроводности; 
кроме того, руководствовались и публикациями в известных 
советс ких и российс ких журналах международного уровня и, пре-
жде всего, в журнале «Известия высших учебных заведений. Чер-
ная металлургия».
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В работах [13,  14] приведены аналитические спо-
собы расчетов режимов затвердевания слитков (отли-
вок), основанные на интегральных методах и методе 
конформных отображений. Следует отметить, что дос-
таточно эффективно зарекомендовал себя метод экви-
валентных источников Ю.С. Постольника, введенный в 
аналитическую теорию теплопроводности еще в начале 
60-х гг. ХХ столетия и весьма высокоэффективно про-
явивший себя при решении ряда нелинейных задач, в 
том числе и задач с подвижными границами, которые 
можно отнести к проблеме Стефана [15, 16].

Целью настоящего исследования является разра-
ботка метода расчета режима затвердевания крупно-
тоннажного блюмингового слитка при использовании 
известных теоретических предпосылок, который воз-
можно будет рекомендовать в качестве базового инже-
нерного способа в реальных технологических условиях 
остывания заготовки и последующего нагрева.

Исходная математическая модель описывается сле-
дующей системой уравнений:

  (1)

 (2)

 (3)

где индекс j  =  1 – для затвердевшей оболочки; j  =  2  – 
для жидкой сердцевины;  

    

  число Коссовича (зат- 

вердевания);  число Постольника 

(перегрева);    

Тс , Тф и Тлик – температуры наружной среды, затверде-
вания (солидуса) и ликвидуса, К; r – координата, отсчи-
тываемая от внешней поверхности слитка, м; R  – по-
лутолщина пластины, или радиус цилиндра, шара, м; 
L(t) – нарастающая толщина твердой корки слитка, м; 
t  – время, ч; qф – скрытая теплота затвердевания, Дж/кг; 
αзаз – коэффициент теплообмена в зазоре между излож-
ницей и слитком, Вт/(м2·К). 

Схема расчета приведена на рис. 1. 
Поскольку при такой постановке задачи конвектив-

ным перемешиванием расплава пренебрегаем, то функ-
цию φ(ξ) в выражении (3) находим как решение задачи 
теплопроводности с граничным условием III рода:

где   – коэффициент теплообмена (суммар-

ный) со стороны наружной поверхности изложницы, 
Вт/(м2·К).

Решение уравнений (1) – (3) с использованием МЭИ 
имеет следующий вид.

Распределение температуры в затвердевающем слое 
слитка описывается выражением

   (4)

где

Рис. 1. Схема расчета затвердевания слитка

Fig. 1. Calculation algorithm of ingot solidifi cation



552

ИЗВЕСТИЯ  ВЫСШИХ  УЧЕБНЫХ  ЗАВЕДЕНИЙ .  ЧЕРНАЯ  МЕТАЛЛУРГИЯ .  2015. ТОМ  58.  №  8

Положение фронта кристаллизации l(τ) в момент 
времени τ определяется следующей зависимостью:

     (5)

где 

Решение опорной задачи (1) – (3) в соответствии с 
обозначенной выше инженерной интерпретацией про-
цесса переноса теплоты выполнено для схемы терми-
ческого слоя (рис.  2). Исходя из этой модели, продол-
жительность полного затвердевания слитка находим из 
соотношения

      (6)

где 

Продолжительность  охлаждения перегретого рас-
плава до момента начала процесса кристаллизации рас-
считывается следующим образом:

  (7)

Используя формулы из работы [17], получим 

при этом

 (8)

здесь

  (9)

Решение для определения изменения температур 
принимает следующий вид:

Рис. 2. Схема теплового пограничного слоя в процессе затвердева-
ния металла с начальным перегревом: 

τ1 , τ2 и τ3 – время инерционного периода, снятия перегрева 
и кристаллизации

Fig. 2. Diagram of thermal boundary layer during initially overheated 
metal solidifi cation:

τ1 , τ2 , and τ3 – time of inertial period, overheat removal and 
crystallization
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  (10)
 

  (11)

где

 (12)

     (13)

Таким образом, получены решения температурного 
профиля по сечению слитка в различные моменты вре-
мени. Решения включают в себя зависимости толщины 
затвердевшей корки от времени, а также скорость затвер-
девания. Температурные поля зависят от критериального 
чис ла  Bi, который характеризует теплообмен тела с окру-
жающей средой, т.е. методика позволяет рассчитывать 
процессы затвердевания непрерывнолитых заготовок.

Динамика процесса кристаллизации определяется 
калориметрическим условием Стефана, подстановка в 
которое функций (10) – (13) приводит к дифференци-
альному уравнению [17]:

   (14)

где

; (15)

 (16)

 

 (17)

Интегрирование полной формулы (14) привело к 
трансцендентному выражению [11]: 

    

 (18)

Для определения положения l(τ) фронта кристалли-
зации в произвольный момент времени τ (   ≤  τ  ≤  τф ) 
выражение (18) было представлено [11] в следующем 
виде:

   (19)

где

 (20)

  (21)

   (22)

Уравнение (19) решено методом уточняющих приб-
лижений (метод касательных Ньютона) относительно 
положения фронта кристаллизации, причем толщи-
на затвердевшей корки рассматривается как функция 
времени. В качестве приближенного значения корня 
уравнения используется его значение на предыдущей 
временной итерации, т.е. задаваясь временем, находим 
положение фронта кристаллизации.

Преимуществом разработанного метода расчета 
является то, что инженеры-практики, задаваясь вре-
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менем и условиями теплообмена, могут определять 
положение фронта кристаллизации и температурные 
поля. Это позволяет исследовать закономерности за-
твердевания, например, непрерывнолитой заготовки в 
зависимости от скорости разливки и условий охлаж-
дения. 

Из формулы (19) следует, что физическая теплота, 
теряемая твердеющей оболочкой, учитывается состав-
ляющей β1(l) из уравнения (21), а наличие перегрева  – 
величиной β2(l) из выражения (22).

При определении динамики продвижения фронта 
кристаллизации получаем уравнение

   (23)

где

     (24)

 (25)

    (26)

Уравнения (23) – (26) позволяют рассчитывать дина-
мику перемешивания фронта кристаллизации по сече-
нию заготовки и глубину жидкой лунки.

Тестирование аналитического решения по МЭИ с 
результатами эксперимента и численным интегрирова-
нием исходной задачи описано ниже.

При разработке либо усовершенствовании методов 
расчета режимов прикладных задач металлургичес-
кой теплотехники и теплофизики за последние 30 лет, 
безусловно, применялся системный подход, когда для 
конкретного случая привлекались результаты промыш-
ленных экспериментов и численные методы решения 
нелинейных задач, а также результаты других иссле-
дований [10,  12,  14]. В конкретном случае поступи-
ли аналогично, используя известные решения (метод 
Л.С.  Лейбензона), промышленные эксперименты, чи-
сленное решение.

На первом этапе произведен расчет времени полного 
затвердевания блюмингового слитка массой 8  т [18] при 
следующих исходных данных: материал сталь  45; раз-
меры слитка 0,734×0,655  м; толщина стенки изложницы 
0,37  м; начальная температура расплава T0  =  1530  °С; 
Tлик  =  1490  °С; Tсол  =  Tф  =  1420  °С; темпера тура подо-
грева изложницы  = 150 °С; Tc  =  30  °C. Расчетное 
время τзатв полного затвердевания слитка по методу 
Л.С.  Лейбензона [13,  14] с учетом двухфазной модели 
составляет 2  ч 40  мин, по данным промышленных экс-
периментов имеем τзатв = 2 ч 45 мин. 

На следующем этапе с помощью численного интег-
рирования показана пригодность к применению опор-
ной краевой задачи (1) – (3) при использовании модели 
для симметричного охлаждения пластины. 

В работе [19] рассмотрены численные схемы при 
решении нелинейных задач технологии нагрева. 
В  соот ветствии с предложенными в этой работе реко-
мендациями применена численная схема, основанная 
на конечно-разностной аппроксимации с целью уточ-
нения нагрева слитков в соответствии с выражениями 
(1)  –  (3). Для проверки адекватности моделей (1), (2) 
дополнительно выполнили сопоставление с результата-
ми промышленного эксперимента [6] для слитка кипя-
щей стали размерами 720×1560  мм при толщине стенки 
чугунной изложницы 0,29  м. Результаты сопоставления 
показывают некоторое расхождение – около 8,5  % (по 
данным промышленного эксперимента продолжитель-
ность полного затвердевания составляет 3  ч  25  мин, по 
данным расчета – 3  ч  45  мин). Это связано с тем, что 
после полного затвердевания слитка не было зафикси-
ровано точное местоположение термопары в централь-
ной плоскости слитка, т.е. за счет перемещения жидких 
слоев металла, ферростатического давления жидкой 
стали термопара может менять свое начальное положе-
ние, и время полного затвердевания в конкретном слу-
чае может незначительно колебаться. 

В дальнейшем по аналогии с работой [15] выполне-
но сравнение результатов вычислений в соответствии с 
приведенными выше теплофизическими данными при 
охлаждении и затвердевании 8-т блюмингового слитка 
по МЭИ и методу численного интегрирования исход-
ной краевой задачи (1), (2) по явной конечно-разност-
ной схеме Дю-Фора и Франкела. Продолжительность 
затвердевания слитка, найденная в результате числен-
ного моделирования процесса, составляет 2  ч  41  мин 
и практически совпадает с решением по методу Л.С. 
Лейбензона. Расчетное время несколько меньше вре-
мени затвердевания в промышленном эксперименте 
(2  ч  45  мин) и обусловлено тем, что рассмотренная мо-
дель не учитывает расчет времени (примерно 4  –  5  мин) 
снятия теплоты перегрева стали. 

Для оценки адекватности описания процессов за-
твердевания непрерывнолитых заготовок с помощью 
предложенной методики (8) – (26) было осуществлено 
сравнение результатов расчета математической моде-
ли затвердевания и охлаждения с экспериментальны-
ми данными, приведенными в работе [14]. Результаты 
расчетов показали, что относительная погрешность 
вычислений по приведенной методике для процессов 
непрерывной разливки при определении времени за-
твердевания не превышает 6  %, при вычислении тем-
пературы – 3,5  %. 

Несмотря на некоторые упрощения в части поста-
новки задачи (отсутствие двухфазной зоны, учета вре-
мени снятия перегрева, невозможность явного анализа 
влияния величины газового зазора [10,  12,  14], напри-
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Abstract. The technique to compute the overall time of bloom ingot 
solidifi cation was developed. To solve the stated problem a method 
of equivalent sources (MES) by Yu.S. Postolnik was applied, which 
has proven its effectiveness for solving problems in the fi eld of heat 
engineering. The solution has been achieved in terms of the thermal 

layer format, for two successive stages of heat exchange, namely: – 
inertial and regular. The comparison of calculated data concerning 
a commercial bloom ingot, as derived by the MES method, with the 
results of experiments and those obtained by the L.S. Leybenzon 
method, has shown a reasonable correlation as to the time of complete 
solidifi cation. Thus, the obtained solution is of value in heat-engineering 
computations of commercial ingot solidifi cation conditions. The 
proposed technique can be useful in heat-engineering calculations as 
applied to solidifi cation and cooling schedules for ingots and billets 
when poured into molds and in the process of continuous casting, to 
get an estimate of the time of complete freezing and of temperature 
patterns. 
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мер, толщины и материала изложницы на динамику 
температурных полей и др.), предлагаемые методики 
представляется возможным использовать в теплотех-
нических расчетах режимов затвердевания и охлажде-
ния слитков и отливок при разливке в изложницы и в 
ходе непрерывного литья наряду с известными и более 
широко апробированными методами моделирования и 
вычислений [2, 5, 9, 13 и др.].

Выводы. Разработан метод расчета режима затвер-
девания слитка в изложнице. При этом в основу ма-
тематического метода расчета положен метод экви-
валентных источников МЭИ, введенный в практику 
вычислений нелинейных теплотехнических задач из-
вестным ученым-теплофизиком Ю.С.  Постольником. 
Решение сфор мулированной нелинейной задачи тепло-
проводности выполнено в соответствии с классической 
схемой термического слоя для двух последовательных 
этапов внутреннего теплообмена: инерционного и ре-
гулярного. Апробация методики проведена в соответст-
вии с результатами эксперимента для промышленных 
(слябовых и блюминговых) слитков и расчетами по ме-
тоду Л.С.  Лейбензона, а также численного интегриро-
вания исходной краевой задачи по явной конечно-раз-
ностной аппроксимации.
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