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Аннотация. Согласно модели идеальных ассоциированных растворов в типичном бинарном металлическом растворе с отрицательными откло-
нениями от закона Рауля обычно идентифицируются от одного до трех ассоциатов. Но в соответствии с правилом фаз число одновременно 
сосуществующих ассоциатов не должно превышать числа химических элементов, образующих этот раствор, т. е. быть не больше двух. 
Предполагается, что превышение числа ассоциатов сверх допустимого устраняется в ходе химического взаимодействия между конкуриру-
ющими ассоциатами. В систему расчетных уравнений модели идеальных ассоциированных растворов была введена специальная функция, 
имитирующая и учитывающая это взаимодействие. 
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Модель идеальных ассоциированных растворов 
(ИАР) обычно используется для анализа термодина-
мических свойств жидких металлических растворов с 
отрицательными отклонениями от закона Рауля. Фор-
мальный аппарат модели применительно к бинарному 
сплаву А – В, содержащему ассоциаты АрВq , определя-
ется уравнениями [1, 2]:

        (1.1)

              (1.2)

      (1.3)

где  

Здесь аА , аВ – термодинамические активности ком-
понентов сплава; i – номер ассоциата; хi – мольные 
доли ассоциатов в сплаве; р и q – фиксированные це-
лочисленные указатели порядка ассоциатов; ХВ – моль-
ная доля компонента В в сплаве; Ki , ΔGf, i – константы 
равновесия и энергии Гиббса химических реакций об-
разования ассоциатов из простых веществ (мономеров)
соответственно; R – универсальная газовая постоянная; 
Т – температура; ν – параметр ассоциации, представ-
ляющий собой отношение числа молей всех веществ в 
растворе к числу молей «чистых» жидкостей А или В.

Усредненной характеристикой ассоциированного 
раствора может служить величина

           (2)

где N – количество экспериментальных или расчетных 
точек. Чем меньше значение , тем больше ассоцииро-
ван раствор. Зависимость ν(XB ) может также служить 
косвенной характеристикой изменения мольного объе-
ма раствора.

Система (1) содержит три уравнения: уравнение 
нормировки состава (1.1) и два уравнения балансов 
массы компонентов А и В – (1.2) и (1.3). Численное ре-
шение этой нелинейной системы позволяет однозначно 
определить значения только трех величин – парамет-
ра  ν  (обязательно!), а также двух неизвестных перемен-
ных, выбор которых зависит от типа поставленной за-
дачи. Таковыми являются:

– «прямая» задача [1]: допускается тождествен-
ность термодинамических свойств ассоциатов 
и соответствующих интерметаллидных соеди-
нений, используются справочные данные ΔGf 
для интерметаллидов, определяются активности 
компонентов аА , аВ ;

– «обратная» задача [2]: используется экспери-
ментальная информация об активностях ком-
понентов аА , аВ , определяются константы рав-
новесия K1 , K2 и прочие термодинамические 
харак терис тики.
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При анализе свойств многокомпонентного сплава, 
например тройного сплава А – В – С, в исходную систе-
му уравнений добавляется еще одно уравнение баланса 
массы компонента С, что в дальнейшем позволит опре-
делить значения переменных аА , аВ , аС или K1 ,  K2 ,  K3 . 
Таким образом, из анализа структуры системы (1) 
следует правило фаз для ассоциированных растворов: 
«Число одновременно сосуществующих ассоциатов не 
превышает числа компонентов (химических элемен-
тов), образующих раствор».

Система (1) отражает общие закономерности фор-
мирования новых фаз в средах с идеальными взаи-
модействиями между химическими соединениями. 
Например, газоконденсатная среда тоже считается 
идеальной (кроме сред с высоким давлением). Для 
описания ее также используется уравнение нормиров-
ки (закон Дальтона) и уравнения баланса масс хими-
ческих элементов [3]. Аналогично формулируется и 
правило фаз газоконденсатной системы: «Число кон-
денсированных фаз не превышает числа химических 
элементов в ней» [4]. Но есть и отличие. Если в ассо-
циированном растворе мономеры А и В создают лишь 
идеальную среду для образования метастабильных 
фаз – ассоциатов, то в газоконденсатной среде компо-
ненты А и В могут создавать еще и самостоятельные 
конденсированные фазы. Поэтому для расчета свойств 
ассоциированных растворов традиционный метод 
многокомпонентного термодинамического анализа 
(МТА) оказывается непригодным [5], и необходим 
специализированный алгоритм типа сформулирован-
ного системой уравнений (1).

Другой пример – в геологических дисциплинах 
давно используется так называемое минералоги-
ческое правило фаз: «Из n компонентов при произ-
вольных давлении и температуре могут устойчиво 
совместно существовать не более n минералов» [6]. 
Здесь под компонентами понимаются химические со-
единения, из которых слагаются минералы – это, в 
основном, простые оксидные соединения типа SiO2 , 
CaO и др. В работе  [7] было показано, что образо-
вание типичных для минералов двойных и тройных 
оксидных комплексов из простых оксидов происхо-
дит почти идеально, а максимальные отклонения от 
идеальности при высоких температурах не превыша-
ют 8  %. 

Правило фаз определяет необходимое, но недоста-
точное условие формирования ассоциатов в растворе. 
А  достаточное условие формулируется так же, как 
в многокомпонентных газоконденсатных системах: 
«В  максимальном наборе ассоциатов должны быть 
представлены все химические элементы этой систе-
мы». Например, в тройной системе А – В – С невозмож-
но одновременное существование ассоциатов А3В, АВ, 
АВ2 , поскольку не задействован компонент С. В этом 
случае расчетная система уравнений становится не-
совместной и, следовательно, неразрешимой.

Практика решений обратных задач по определению 
ассоциативных свойств бинарных металлических спла-
вов [2] показала, что в большинстве случаев идентифи-
цируется три вида ассоциатов: «центральный» типа АВ 
и два «периферийных» – «левосторонний» типа Ар В и 
«правосторонний» типа АВq . Один или оба периферий-
ных ассоциатов могут отсутствовать, но центральный 
ассоциат присутствует почти всегда. Размерность пери-
ферийных ассоциатов невелика, обычно p,  q  ≤  4.

Существующий алгоритм идентификации ассоциа-
тов [2] предполагает, что области существования всех 
трех ассоциатов распространяются на весь концентра-
ционный диапазон ХВ  =  0...1, что приводит к противоре-
чию с правилом фаз. Возражение о том, что в реальном 
растворе неизбежно присутствуют малые примеси ком-
понентов С, D и т.  д., обеспечивающие дополнительные 
степени свободы в системе, не решает проблему. В этом 
случае, в соответствие с принципом достаточности, ва-
кантные места займут не те ассоциаты, на которые мы 
рассчитываем, а другие, содержащие эти новые компо-
ненты. Поэтому возникшее противоречие устраняется 
единственно возможным способом – признать, что пе-
риферийные ассоциаты взаимодействуют между собой 
по реакции
       (3)

где 

При прохождении реакции (3) один из периферий-
ных ассоциатов расходуется полностью, увеличивая тем 
самым концентрацию центрального ассоциата. Полное 
взаимное поглощение обоих периферийных ассоциатов 
происходит при некоторой концентрации раст вора  . 
Если принять произвольное значение этой величины, 
например   =  0,5, то можно получить приближенное 
решение задачи, полагая, что в интервале концентра-
ций [0…  ] будет действительна система ассоциатов 
(Ap B,  AB), а в интервале [ …1] – система (AB,  ABq ). 
Это нулевое приближение можно в дальнейшем улуч-
шить, изменяя значение  так, чтобы в этой точке дос-
тигалось соотношение концентраций ассоциатов

         (4)

Непосредственное и точное решение этой задачи 
можно получить следующим образом. Присвоим ассо-
циатам Ap B, AB и ABq номера 1, 2, и 3 соответственно. 
Тогда система (1) с учетом некоторых дополнительных 
преобразований получит следующий вид:

   (5.1)

          (5.2)

              (5.3)
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где   

  x  =  mx1  –  nx3 .

Здесь θ(х,  λ) – специальная сигмоидная, логис-
тичес кая функция с аргументом х и с заданным па-
раметром  λ. При известной величине  аргумент х 
удобней представить в виде х  =  ХВ –  . В этом случае 
численное решение системы (5) потребует меньшее 
число итераций.

С помощью функции θ наглядно имитируется из-
менение концентраций периферийных ассоциатов 
(рис.  1). Очевидно, что в окрестностях точки  кон-
центрации ассоциатов в жидкости не могут изменять-
ся скачкообразно, а неизбежно должна образоваться 
зона с неравновесным промежуточным составом 
компонентов. В этой ситуации параметр λ будет от-
ражать роль коэффициента диффузии ассоциатов или 

константы скорости реакции. В работе [9] при опре-
делении активности компонентов в сплаве Ni – Al и 
в других алюминиевых сплавах отмечались силь-
ные отклонения от средних значений в окрестностях 
XAl  =  0,5 и поэтому максимальная погрешность опы-
та принималась по результатам измерений именно в 
этой точке.

Переход к расчету от «3-ассоциатной» системы к 
«2-ассоциатной» лишь незначительно изменил резуль-
таты расчета активностей компонентов в диапазоне 
XTi  =  0,4…0,6 (табл.  1). Практически не изменилась и 
величина погрешности аппроксимации исходных дан-
ных, рассчитанная по формуле

      (6)

Т а б л и ц а  1

Расчет характеристик ассоциации для сплава Ni – Ti при 1800 К

Table 1. The calculation of the characteristics of the association for Ni-Ti alloy at 1800 K

Исходные данные [8] 3-ассоциатная система 2-ассоциатная система
XTi aNi aTi aNi aTi xNi3Ti xNiTi xNiTi3

aNi aTi xNi3Ti xNiTi xNiTi3

0,1 0,834 0,001 0,861 4·10–4 0,126 0,013 5·10–6 0,861 4·10–4 0,126 0,013 0
0,2 0,599 0,007 0,614 0,006 0,274 0,106 1·10–6 0,614 0,006 0,274 0,106 0
0,3 0,378 0,028 0,365 0,034 0,258 0,343 1·10–4 0,364 0,034 0,258 0,343 0
0,4 0,214 0,081 0,203 0,093 0,146 0,556 0,001 0,202 0,094 0,145 0,559 0
0,5 0,110 0,182 0,104 0,192 0,053 0,643 0,009 0,121 0,169 0,025 0,679 0
0,6 0,053 0,336 0,047 0,348 0,011 0,566 0,029 0,051 0,331 0 0,591 0,027
0,7 0,023 0,524 0,019 0,536 0,002 0,389 0,055 0,019 0,533 0 0,393 0,055
0,8 0,009 0,717 0,007 0,719 0,0001 0,208 0,065 0,007 0,719 0 0,209 0,065
0,9 0,003 0,878 0,002 0,879 4·10–6 0,073 0,046 0,002 0,879 0 0,073 0,046

Рис. 1. Схемы изменения концентраций компонентов реакций типа 0,25А3В + 0,25АВ3 = АВ (а) и типа 0,2А3В + 0,4АВ2 = АВ (б):
 – при больших значениях параметра λ;   – при малых значениях параметра λ

Fig. 1. Schemes of changes in the concentrations of the reaction components such as 0,25А3В + 0,25АВ3 = АВ (а) and type 0,2А3В + 0,4АВ2 = АВ (б):
 – for the large values of parameter λ;  – for the small values of the parameter λ
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где а е = 1 – аА – аВ – избыточная активность компонен-
тов сплава; N = 9 – число опытных и расчетных точек. 
Замена одного периферийного ассоциата на другой 
произошел при расчетной концентрации   =  0,56 
(табл.  2).

Аналогичные расчеты были выполнены при ре-
шении обратных задач и для других никелевых 
сплавов  – Ni – Al и Ni – Si. Для них оптимальные ре-
шения были найдены на таких же системах ассоциа-
тов (А3В, АВ, АВ3 ), но с несколько отличающимися 
оценками параметров  , δ и  (см.  табл.  2, рис.  2). 
В табл.  3 для этих сплавов приведены расчетные зна-
чения изменений энергии Гиббса ΔGr для реакций 
взаимодействия периферийных ассоциатов четырех 
типов  – одной реакции с ассоциатами третьего по-
рядка и трех реакций с участием ассоциатов второго 
порядка. Последние реакции были оценены, исходя 
из пробных, неоптимальных решений этой задачи. 
Полученные отрицательные значения ΔGr свиде-
тельствуют о том, что все эти реакции могут проте-
кать самопроизвольно.

На некоторых кремниевых сплавах, например 
Mn – Si и Fe – Si, выявлялись только левосторонние ас-

Т а б л и ц а  2

Характеристики ассоциатов и интерметаллидов для некоторых никелевых сплавов

Table 2. The features of associates and intermetallic compounds for some nickel alloys

Исходные данные Расчетные данные Справочные данные, –ΔG, кДж/моль
Система Т, К δ Ассоциаты –ΔG, кДж/Моль [11] [12] [13] [14]

Ni – Ti [8] 1800 0,007 0,62 0,56
Ni3Ti 109,5 100,1 112,7 – –
NiTi 61,0 41,3 64,2 – –
NiTi3 63,6 – – – –

Ni – Al [9] 1873 0,009 0,58 0,51
Ni3Al 135,2 118,3 – 133,9 138,2
NiAl 94,4 86,2 – 98,7 92,7
NiAl3 121,9 96,7 – 126,8 154,4

Ni – Si [10] 1873 0,021 0,54 0,53
Ni3Si 179,5 – 158,0 – –
NiSi 96,3 92,5 – – –
NiSi3 127,5 – – – –

Т а б л и ц а  3

Изменение энергии Гиббса (–ΔG) при взаимодействии ассоциатов, кДж/моль

Table 3. Gibbs energy change (–ΔG) at interaction of associates, kJ/mol

Химическая реакция
Расчет для систем Справочные данные

Ni – Ti Ni – Al Ni – Si Среднее Ni – Ti Ni – Al Ni – Si
0,25A3 B + 0,25AB3 = AB 17,7 30,1 19,6 22,5 – 47,8 [13] –
0,2A3 B + 0,4AB2 = AB 15,6 23,3 13,1 17,3 2,3 [11] – 22,8 [11]
0,4A2 B + 0,2AB3 = AB 8,1 27,9 7,9 14,6 – – –
0,333A2 B + 0,333AB2 = AB 7,1 17,4 3,4 9,3 – – 18,0 [11]

Рис. 2. Концентрации ассоциатов, рассчитанные по схеме 
«2 ассоциата» ( ) и по схеме «3 ассоциата» ( ):

1 – xNi3Ti ; 2 – xNiTi3 ; 3 – xNi3Al ; 4 – xNiAl3
 ; 5 – xNi3Si ; 6 – xNiSi3

Fig. 2. Concentrations of associates, calculated on a 
“2 associates” scheme ( ) and on a “3 associates” scheme ( ):

1 – xNi3Ti ; 2 – xNiTi3 ; 3 – xNi3Al ; 4 – xNiAl3
 ; 5 – xNi3Si ; 6 – xNiSi3
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социаты Mn3Si и Fe2Si (табл.  4). При этом все оценки 
констант равновесия для правосторонних ассоциатов 
получали отрицательный знак, что свидетельствовало о 
принципиальной невозможности образования в жидком 
сплаве ассоциатов подобного типа. Тем не менее, для 
твердого сплава Mn – Si (T  <  1433  К) допускается суще-
ствование интерметаллидов MnSi1,7 [11] и MnSi2  [17], а 
для твердого сплава Fe – Si (T  <  900  К) – FeSi2 [11,  17]. 
Очевидно, что структуры жидких интерметаллидов не 
обязательно должны быть подобными структурам твер-
дых интерметаллидов.

Для сплава Al – Si были определены характеристи-
ки только одного ассоциата Al2Si (см.  табл.  4). Рас-
четное значение величины константы равновесия для 
центрального ассоциата AlSi было меньше единицы 
(K  =  0,458), что соответствовало положительному значе-
нию величины энергии Гиббса (ΔGf  =  12,8  КДж/моль), 
т.  е. такой ассоциат должен неизбежно распасться с 
образованием мономеров.

Появление ассоциатов второго порядка в кремнис-
тых сплавах можно также трактовать как результат вза-
имодействия «односторонних» ассоциатов по химичес-
кой реакции

    0,5A3В + 0,5AВ = A2В . (7)

Согласно пробным решениям, энергия Гиббса при 
протекании реакции (7) в сплаве Fe – Si оценивается ве-
личиной ΔGr = –17,2 КДж/моль, а в сплаве Al – Si – ве-
личиной ΔGr = – 4,0 КДж/моль.

Представляет интерес заранее определять, сколько 
ассоциатов потребуется для адекватного описания тер-
модинамических свойств конкретного бинарного рас-
твора по модели ИАР. В этом случае может оказаться 
полезной «регулярная» функция [19]:

            (8)

где Q – энергия смешения компонентов раствора (для 
раствора субрегулярного типа используется усреднен-
ное значение этой величины). Из графика на рис.  3, 
отображающего зависимость   =  f (q) для всех рассмот-
ренных выше сплавов, следует, что максимальное коли-
чество ассоциатов (три) следует ожидать при (–q)  >  2, а 
минимальное количество (один) – при (–q)  <  0,5. Пос-
леднее утверждение полностью согласуется с результа-
том, полученным в работе [19].

Выводы. Применение модели идеальных ассоцииро-
ванных растворов будет более корректным, если учиты-
вать химическое взаимодействие между конкурирую-
щими ассоциатами. 

Рис. 3. График зависимости  = f (q)

Fig. 3. Graph of  = f (q)

Т а б л и ц а  4

Изменение энергии Гиббса (–ΔG) при образовании ассоциатов и интерметаллидов 
в некоторых кремнистых сплавах, кДж/моль

Table 4. Gibbs energy change (–ΔG) during the formation of intermetallic compounds 
and associates in some of siliceous alloys, kJ/mol

Система Т, К Ассоциат

Расчет по данным Справочные 
данные

[15] [16] [17] [9]
[11] [18]

Mn – Si 1680
Mn3Si 121,2 137,1 – – 113,2 102,9
MnSi 66,8 83,2 – – 70,7 70,9

Fe – Si 1873
Fe2Si – – 97,2 – – –
FeSi – – 57,8 – 69,3 74,8

Al – Si 1700 Al2Si – – – 13,3 – –
П р и м е ч а н и е: * Числитель – δ, знаменатель – .
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