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Аннотация. Сформулирована математическая модель нагрева и плавления термомассивной плиты (плоского стального брикета) с перемен-
ными теплофизическими характеристиками при краевых условиях III рода. Задание граничных условий III рода позволяет анализировать 
влияние коэффициента внешнего теплообмена на процесс расплавления брикета. Решение задачи реализовано методом эквивалентных 
источников для схемы термического слоя. Получены расчетные выражения для определения времени прогрева пластины (инерционный 
этап), нагрева (упорядоченный этап) и на стадии плавления. Выполнено сравнение полученного решения при использовании метода эк-
вивалентных источников и численной реализации поставленной задачи нагрева и плавления пластины, которое показало удовлетвори-
тельную сходимость. Доказана возможность использования полученных математических соотношений в теплотехнических расчетах при 
плавлении кусковых материалов в сталеплавильных технологиях (например, при использовании брикетов в процессе выплавки стали в 
дуговой электропечи).
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Вопросы плавления технологических материалов 
в жидких стальных расплавах всегда привлекали вни-
мание специалистов металлургов-теплофизиков и ме-
таллургов-технологов. Этому исключительно важному 
направлению в металлургических технологиях уделено 
значительное внимание многих научных школ. По мне-
нию авторов, наибольший вклад с точки зрения основ 
теории этого направления внесли видные представи-
тели российской (московской и уральской) и украинс-
кой (днепропетровской) научных теплотехнических 
школ  [1  –  7].

Если проследить эволюцию развития аналитичес-
ких методов при расчетах динамики плавления раз-
личных материалов, становится очевидным, что ана-
литическая теория плавления вполне конкурентна с 
численными методами и прежде всего с точки зрения 
физического и математического осмысления исследуе-
мого процесса.

При детальном изучении плавления различных 
материалов в жидкой стали первостепенной инже-
нерной задачей является определение следующих 
показателей: как и с какой скоростью меняются раз-
меры плавящегося материала и какова будет факти-
ческая температура тела в момент завершения рас-
плавления. 

В связи с этим, по аналогии с работой [8], в качест-
ве математического аппарата выбран классический в 

современной металлургической теплофизике метод 
эквивалентных источников (МЭИ) Ю.С. Постольника, 
который зарекомендовал себя как высокоэффективный 
математический аппарат при решении различных, в том 
числе существенно нелинейных задач металлургичес-
кой теплотехники и теплофизики [8  –  10]. 

Настоящая работа посвящена изучению важного 
воп роса в сталеплавильных технологиях – примене-
нию стальных брикетов в процессе плавления в связи 
с тем обстоятельством, что использование стружки в 
ходе плавки в дуговой сталеплавильной печи (ДСП) 
является неэффективной операцией. Следует отме-
тить, что еще в середине 80-х годов прошлого века в 
связи с широкомасштабным внедрением ДСП различ-
ной элект рической и тепловой мощности техническим 
управлением Минчермета СССР была разработана ти-
повая технологическая инструкция, где исключалась 
возможность применения металлической стружки в 
сталеплавильных технологиях более 10  % в завалку в 
связи со значительными потерями шихтовочной струж-
ки (на уровне от 40 до 50 %) в ходе всего технологиче-
ского процесса.

В связи с этим, при использовании технологии выс-
шего технического уровня в ДСП широко стали вне-
дряться различные способы брикетирования отходов 
черных металлов: производство холодных и «горячих» 
(с подогревом) брикетов.
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Безусловно, применение брикета с плотностью на 
уровне 5000  –  6000  кг/м3 в жидкой ванне является перс-
пективным направлением. В связи с этим теоретическое 
исследование плавления этого плоского брикета пред-
ставляется весьма важной задачей как с точки зрения 
изучения динамики плавления, так и с точки зрения пра-
ктического применения брикета соответствующего ма-
рочного состава в сталеплавильных теплотехнологиях.

В соответствии с принятой ранее методологией 
[8,  9] сформулируем математическую модель плавле-
ния брикета для переплава в жидкой ванне сталепла-
вильного агрегата.

Рассмотрим дважды нелинейную задачу теплопро-
водности при плавлении брикета в общем виде

   (1)

где ρ – безразмерная текущая координата; ελ ,  εс  – без-
размерные величины, характеризующие переменность 
теплопроводности и теплоемкости от температуры 
(в  линейной зависимости); θ, τ – безразмерные темпе-
ратура и время с краевыми условиями на стадии пред-
варительного нагрева (j = 1, 2) (0 ≤ τ ≤ τ2 , 0 ≤ ρ ≤ 1):

   (2)

и на стадии плавления (j  =  3) (τ2  ≤  τ  ≤  τ3  =  τф , 0  ≤  ρ  ≤ 
≤  β3(τ)  ≤  1):

         (3)

где β3 – положение фронта кристаллизации; Ki – крите-
рий Кирпичева; Ko – критерий Косовича; qп – значение 
теплового потока на поверхности; qф – скрытая теплота 
плавления; T0 – начальная температура; Tф – температу-
ра плавления.

При этом полагаем:
– загрузка брикета осуществляется с холодного сос-

тояния, т. е. принимаем нагрев куска материа ла с 
холодного состояния до достижения температуры 
плавления на его поверхности и догрев при мгно-
венном удалении расплава с поверхнос ти тела;

– принимается линейная зависимость теплофизи-
ческих характеристик (ТФХ) теплообрабатывае-
мого кускового материала от температуры;

– в качестве расчетной схемы используется тепло-
физическая модель термического слоя [8  –  10], 
предложенная в 30-е годы прошлого века про-
фессором И.Д.  Семикиным, где выделены инер-
ционный ( j  =  1) (0 ≤ τ ≤ τ0 , β1(τ) ≤ ρ ≤ 1), здесь 
β1  – толщина нерасплавившейся пластины в кон-
це инерционного этапа, и упорядоченный (регу-
лярный) ( j  =  2) (τ0 ≤ τ ≤ τ2 =  , 0 ≤ ρ ≤ 1) этапы 
(периоды) нагрева (см. рисунок);

– расплав непрерывно удаляется с поверхности 
тела, растворяясь в общей массе жидкого ме-
талла.

Для инерционного периода нагрева имеем:

        (4)

продолжительность τ0 инерционного этапа предвари-
тельного прогрева определяется из уравнения

      (5)

где m – коэффициент формы (m  = 0, 1, 2 для пластины, 
цилиндра, сферы соответственно).

На упорядоченном этапе нагрева в первом прибли-
жении МЭИ получено следующее решение:

.  (6)

Схема термического слоя для процесса нагрева и плавления брикета 
(ξ – dimensionless coordinate)

 Scheme of thermal layer for the process of heating and melting of 
briquette (ξ – безразмерная координата)
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Время τ2 =  нагрева поверхности тела до темпера-
туры плавления Тф находим по выражению

    (7)

В момент τ = τ2 =  относительная избыточная тем-
пература θ2ц(  ) = θ2(0,  ) центра сечения тела опреде-
ляется по формуле

      (8)

Следует подчеркнуть, что полученные выше реше-
ния имеют силу при выполнении условия 

          (9)

где τф – время полного плавления тела.
На этапе плавления (  < τ ≤ τф ) получаем

 (10)

где положение фронта кристаллизации и его скорость 
определяются соотношениями

      (11)

Этим выражением и определяется закон продвиже-
ния фронта плавления.

Дифференцируя по времени τ равенство (11), нахо-
дим скорость продвижения фронта плавления

 (12)

При расчетах продолжительности Δτф плавле-
ния величина погрешности прежде всего зависит 
от того, насколько близко определены исходные 
теплофизи ческие параметры процесса. В связи с 
этим полученное в работе [10] и приведенное выше 
общее решение позволяет установить меру влияния 
на исследуемый процесс зависимости ТФХ матери-
ала от температуры, а поверхностного теплового по-
тока – от времени.

Следует отметить, что следуя данным работы [10] и 
полагая для конкретного случая qп  =  const, имеем 

где граничное условие II рода переходит в граничное 
условие III рода для пластины

       (13)

– инерционный этап ( j  =  1, 0 ≤ τ ≤ τ0 ; β1(τ) ≤ ξ ≤ 1; 
θ1(ξ, 0) = θ0 = 0)

       (14)

– упорядоченный этап ( j  =  2, τ0 ≤ τ ≤  ; 0 ≤ ξ ≤ 1; 
 = θ1п (τ0 ) ≤ θ2п (τ) ≤ 1)

      (15)

– на стадии плавления ( j  =  3,  ≤ τ ≤ τф ; 0 ≤ ξ ≤  β3(τ); 
θ3п = 1)

          (16)

где KT – безразмерный параметр (KT = (T0 – Tф) / (Tф – Tс ), 
где Т0 – начальная температура; Тс – температура внеш-
ней среды; Тф – температура плавления).

Для учета термической чувствительности стали 
принимаем линейную зависимость теплофизических 
свойств от температуры [10]:
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         (17)

где используются безразмерные величины

  (18)

где Т0 , Тф = Тликв , Тс – температуры: начальная, плав-
ления и перегрева расплава, К; qф – скрытая тепло-
та плавления, кДж/кг; αк – коэффициент теплоотдачи 
конвекцией, Вт/(м2·К); α0 = λ0 / (ср γ) – коэффициент 
температуропроводности, м2/ч; γ – плотность кг/м3; 
ср  –  удельная теплоемкость, кДж/(кг·К); х – координата, 
м; Н = 2h – толщина пластины, м; τ  –  время, ч; Вj(τ)  – 
непрогретая ( j = 1) или неоплавившаяся ( j = 3) зона, м.

В отличие от ранее опубликованных работ [8,  10] 
сформулирована математическая задача о нагреве и 
плавлении термомассивной пластины при граничных 
условиях III рода, что в итоге позволяет более качест-
венно вести выполнение расчетов, варьируя коэффици-
ентом внешнего теплообмена α и толщиной расплав-
ленного куска.

Далее, в соответствии с основной идеей метода эк-
вивалентных источников, получим для периодов инер-
ционного (τ0 ), регулярного (  ) этапов и периода плав-
ления (τф ) следующие соотношения:

            (19)

           (20)

где

При этом продвижение фронта β3(τ) плавления, ис-
ходя из работы [10], определяется уравнением

      (21)

где 

Например, при данных, приведенных в работе [11]: 
Тс  =  1973  К; Тф = 1773 К; Т0 = 293 К; qф = 209 кДж/кг; 
qп  =  15,3 кВт/м2; λ0  =  40,7  Вт/(м·К); с0 = 0,7 кДж/(кг·К); 
γ  =  7860 кг/м3 для плиты 2h = 0,4 м имеем n = 4,4.

В работах [1,  4,  10] показано, что закон продвиже-
ния фронта плавления носит нелинейный по времени 
характер только в начальной стадии процесса (пример-
но при β3(τ)  >  0,7), что подтверждает высокая степень 
n нелинейного члена. Эта закономерность позволяет 
опустить начальную стадию процесса и представить 
выражение (21) в упрощенном виде:

        (22)

Вместе с этим, если рассмотреть числовой пример 
при ТФХ  =  const; Bi  =  10 (высокая степень массивнос-
ти); KT  =  0,2; Ko  =  4,1 при использовании неявной 
конечно-разностной аппроксимации для линейного 
участка продвижения фронта β3(τ), приходим к следую-
щему уравнению:

          (23)

При тех же данных решение уравнения (22) по МЭИ 
дает выражение

          (24)

Здесь, даже на первый взгляд, очевидно, что урав-
нения (23) и (24) практически совпадают (расхождение 
во времени Δτф (при β3  =  0) составляет 1,76  %). Этот 
случай свидетельствует о том, что приведенные здесь 
формулы не искажают имеющиеся представления об 
исследуемом процессе.

При выводе расчетных соотношений (19), (20) 
полагали τ0  ≤  , что обусловило время окончания 
инерционного этапа до начала процесса плавления 
плиты. С  учетом   ≤  1, приходим соответственно к 
неравенст ву Bi KT  ≤  2  +  ελ , которое автоматически 
всегда выполнимо. В частности, если воспользо-
ваться данными работы [11], получим размер куска 
H  =  2h  =  1,56  м, что не может быть реализовано в 
реаль ном процессе, например, в электросталепла-
вильных технологиях.

Выводы. Рассмотрена математическая модель на-
грева и плавления пластины с переменными ТФХ при 
граничных условиях III рода. В качестве аналитическо-
го метода решения сформулированной задачи приме-
нен метод эквивалентных источников Ю.С. Постольни-
ка  [10]. При этом термофизическая модель исследуемых 
процессов теплообмена рассмотрена для схемы терми-
ческого слоя с разбиением процесса внутреннего те-
плообмена на три этапа: инерционный; регулярный; 
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 период плавления. Доказана возможность использова-
ния математических соотношений (19), (20) в теплотех-
нических расчетах при плавлении кусковых материа-
лов в сталеплавильных технологиях. 
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THE CALCULATIONS OF STEEL FLAT BRIQUETTES MELTING IN LIQUID BATH 
OF A STEELMAKING UNIT. REPORT 1. MATHEMATICAL FORMULATION 

OF THE PROBLEM AND ITS ANALYTICAL SOLUTION

  Postol’nik Yu.S.  , Dr. Sci. (Eng.), Professor
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Abstract. A mathematical model of heating and melting sequences of 
thermo-massive slabs (fl at steel briquettes) with variable thermal and 
physical properties (TPP) at boundary conditions of genus III, was for-
mulated. Setting the genus III boundary conditions allows to analyze 
the impact of the external heat exchange coeffi cients of briquette melt-
ing processes.The calculation technique for solving the stated problem 
is the equivalent sources method (MES) as applied to a thermal layer 
scheme. Predictive expressions for slab through-heating (thermal lag 
stage), heating (ordered stage) time and at the time of melting, were 
derived. A comparison of solutions was obtained with the MES method 
and numerical realization of heating and melting the slab with a sat-
isfactory convergence. It was proofed that the obtained mathematical 
relations may be used in steelmaking practices to perform calculations 
for lump materials melting in thermal engineering (e.g., when using 
briquettes in arc-furnaces). 

Keywords: heating-up and melting of lump materials, briquette, method of 
equivalent sources, melting in steelmaking arc furnace.
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