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Аннотация. На основе использования вариационного принципа минимума полной мощности и современных вычислительных средств разра-
ботана и реализована математическая модель формоизменения металла при прокатке рельсов в универсальных калибрах, отличающаяся 
равномерной деформацией всех элементов рельсового профиля. В частности, построены геометрическая модель очага деформации и 
кинематически возможное поле скоростей течения металла, определены граничные условия и составлена основная система уравнений, 
включающая уравнение энергетического баланса и условия минимума функционала. В отличие от известных вариационных решений, в 
предложенной математической модели все уравнения рассчитываются без каких-либо упрощений, что дает возможность повысить точ-
ность расчетов и характеризует новизну рассматриваемого решения. Применение созданной математической модели позволяет опреде-
лить закономерности течения металла при прокатке в универсальных калибрах. 
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Основным достоинством универсальных четырех-
валковых калибров, обуславливающим широкое при-
менение их при производстве высококачественных 
рельсов на современных рельсобалочных станах [1, 2], 
является возможность получения равномерной дефор-
мации металла по всем элементам рельсового профи-
ля. Однако такая возможность может быть реализована 
только при определенных режимах обжатия шейки и 
фланцев, поиск которых является предметом специаль-
ного теоретического исследования закономерностей 
течения металла в универсальном рельсовом калибре.

Формоизменение металла при прокатке рельсового 
профиля в универсальном калибре однозначно харак-
теризуют следующие безразмерные независимые пара- 

мет ры (рис.  1) [3]:   – коэффициент обжатия 

шейки профиля;  и  – коэффициенты 

бокового обжатия подошвы и головки соответственно; 
φ  –  угол наклона внутренних граней фланцев (обычно 
одинаковый у головки и подошвы); hп / aп и hг / aг – отно-
сительная высота фланцев подошвы и головки; lш / d  – 
относительная длина шейки; A  =  Rг / D – приведенный 
диаметр горизонтальных валков. При прокатке в универ-
сальных калибрах обычно   =  lш . Как показали экспе-
риментальные исследования и моделирование процесса 
прокатки рельсов [4,  5], под действием обжатия шейки и 

фланцев профиля наблюдается неравномерное по шири-
не изменение высоты подошвы и головки: на контакте с 
вертикальными валками получается приращение флан-
цев, а в месте контакта с боковой поверх ностью гори-
зонтального валка наблюдается утяжка. При этом контур 
свободной поверхности фланцев имеет криволинейную 
форму (см. рис.  1, кривые mп и mг ). Для упрощения за-
дачи указанный криволинейный контур заменили усред-
ненным прямолинейным контуром qп и qг , соблюдая при 
этом равенство площади фланцев. Тогда изменение вы-
соты фланцев будет характеризоваться величиной прира-
щения – утяжки подошвы Δhп  и головки Δhг .

В качестве критерия равномерности деформации 
рельсового профиля приняли равенство коэффициен-
тов вытяжки шейки λш , подошвы λп и головки λг :

            (1)

Таким образом, задачей теоретического решения яв-
ляется определение таких коэффициентов обжатия , 

 и , а также таких значений приращения – утяжки 

Δhп  и Δhг , при которых достигается условие равенства 
вытяжек (1).

Для решения поставленной задачи применили вариа-
ционный принцип минимума полной мощности [6,  7], 
эффективно примененный ранее для решения задач по 
определению формоизменения и энергосиловых пара-
метров при прокатке в калибрах. При решении задачи 
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этим методом необходимо с точностью до неизвестных 
(варьируемых) параметров описать геометрическую 
модель очага деформации, построить кинематически 
возможное поле скоростей течения металла, опреде-
лить граничные условия, составить систему основных 
уравнений и решить ее численным методом. 

Геометрическая модель очага деформации

При постановке задачи принята геометрическая мо-
дель процесса прокатки, изображенная на рис.  1. Вви-
ду симметрии процесса относительно горизонтальной 
оси рассматривали половину очага деформации. При 
выполнении условия λш  =  λп  =  λг , как показывают экс-
периментальные исследования [4], отсутствует перете-
кание металла между элементами профиля. Весь рель-
совый профиль разбили на пять характерных участков. 
Далее рассматривали каждый выделенный участок.

Шейка (см.  рис.  1, участок I) деформируется между 
двумя горизонтальными валками в условиях плоского 
деформированного состояния (   =  lш ), поскольку от-
сутствует перетекание металла между элементами про-
филя. Уравнение контактной поверхности представили 
в следующем виде:

    (2)

Участок II подошвы деформируется между непри-
водным вертикальным валком и горизонтальным вал-
ком переменного радиуса Rгп , который определили сле-
дующим выражением:

          (3)

Толщина подошвы как до, так и после прокатки за-
висит от угла наклона ее внутренней грани и координа-
ты Z, а абсолютное обжатие Δtп остается постоянным 
по всей высоте. Полагали, что уклон внутренней грани 

в процессе прокатки не изменяется:   

Тогда толщину подошвы до и после прохода можно 
описать уравнениями

   (4)

а контактную поверхность раската с вертикальным вал-
ком уравнением

    (5)

Для обеспечения равенства коэффициентов вытяж-
ки шейки и подошвы абсолютное обжатие Δtп должно 

быть найдено из условия λш  =  λп или  где ωш , 

ωп – площади поперечного сечения элементов профиля 
в плоскости выхода из валков, откуда

         (6)

В процессе деформации подошва получает прира-
щение (утяжку) по высоте Δhп . С учетом выражений 
(4) определили толщину подошвы после прохода сле-
дующим образом: у основания  у вершины 

 а абсолютное обжа-
тие подошвы Δtп определили из выражения

Рис. 1. Схема прокатки рельсового профиля в универсальном калибре (пунктирными линиями показан контур задаваемой полосы): 
m и q – фактический и усредненный контур свободной поверхности раската

Fig. 1. Scheme of rail profi le rolling in a universal caliber (dashed lines show a contour of initial profi le): 
m and q – the actual and average contours of the free surface of the profi le
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  (7)

Функцию, описывающую изменение высоты подо-
швы, представили в виде

  (8)

где βп – коэффициент приращения подошвы, 

 lп – длина очага деформации подошвы, 

Предположили, что при деформации участка III подо-
швы течение металла в направлении оси Z отсутствует. 
На указанном участке подошва обжимается на величи-
ну Δtп неприводным вертикальным валком, и уравнение 
контактной поверхности записали в следующем виде:

   (9)

Деформация участков IV и V головки аналогична по 
характеру деформации участков II и III подошвы со-
ответственно. Поэтому геометрическую модель очага 
деформации на этих участках описали выражениями 
(3)  –  (9), заменив в них индекс «п» на «г».

Кинематически возможное поле 
скоростей течения металла 

При построении кинематически возможного поля 
скоростей полагали, что все элементы профиля выходят 
из очага деформации со скоростью V1 , которую пред-
ставили в виде

                (10)

где ν – коэффициент опережения по шейке; Vвг – ско-
рость вращения горизонтального валка на участке 
шейки.

Поле скоростей течения металла для каждого эле-
мента профиля определяли с учетом гипотезы плоских 
сечений и гипотезы прямых вертикалей. Из условия 
пос тоянства секундных объемов имеем:

    (11)

где Vxш , Vxп и Vxг – продольные составляющие скорости 
течения металла для шейки, подошвы и головки рель-
са соответственно; ωш , ωп , ωг – площади поперечного 
сечения элементов профиля в плоскости выхода из вал-

ков; ωxш , ωxп , ωxг – текущие вдоль оси Х площади попе-
речного сечения элементов профиля. 

Поскольку шейка, участок III подошвы и участок V 
головки деформируются в условиях плоского течения, 
то Vyш  =  0, Vzп III  =  0 и VzгV  =  0, а для определения остав-
шейся проекции достаточно использовать условие не-
сжимаемости:

      (12)

Подставив выражение (10) в (11), получили:

При определении проекций Vy и Vz на участке II 
подошвы и участке IV головки наряду с условием не-
сжимаемости использовали кинематическое гранич-
ное условие, которое состоит в том, что полный век-
тор скорости течения металла на поверхности раската 

  =  (Vnx ,  Vny ,  Vnz ) лежит в касательной плоскости к этой 
поверхности, вследствие чего имеем

    (13)

где ti – уравнение поверхности раската для соответст-
вую щего участка (i = II, IV).

С учетом изложенного получили:

             (14)

     (15)

Таким образом, геометрическая модель очага де-
формации и кинематически возможное поле скоростей 
течения металла построены с точностью до трех неиз-
вестных величин: коэффициента опережения ν, прира-
щения (утяжки) подошвы Δhп и приращения (утяжки) 
головки Δhг , которые необходимо определить в резуль-
тате решения задачи.

Граничные условия

Принимаем допущение, что на всех контактных по-
верхностях происходит скольжение металла относи-
тельно валков, и среднее напряжение трения равно

где ψ – показатель трения, зависящий от температуры 
прокатки θ и состояния поверхности валков, который 
может быть определен по уравнению [7]



451

ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ И АВТОМАТИЗАЦИЯ В ЧЕРНОЙ МЕТАЛЛУРГИИ

    (16)

τs – сопротивление металла на сдвиг.
Известно, что напряжения трения в зонах отстава-

ния и опережения распределяются неравномерно, при-
чем в зоне отставания они обычно больше, чем в зоне 
опережения. Чтобы это учесть, приняли гипотезу, со-
гласно которой средние напряжения трения в зонах от-
ставания  и опережения  распределяются про-
порционально средним скоростям скольжения в этих 
зонах  и  , а в каждой зоне полные напряжения 
трения постоянны (здесь индекс i соответствует номеру 
рассматриваемого участка рельсового профиля). В со-
ответствии с принятой гипотезой имеем:

     (17)

Средние скорости скольжения равны

   (18)

   (19)

где Fот i и Fоп i – площади контактной поверхности зон 
отставания и опережения соответственно.

Границей раздела контактной поверхности на зоны 
отставания и опережения является нейтральная линия, 
уравнение которой для приводного горизонтального 
валка определяется из условия равенства нулю про-
екции полной скорости скольжения на касательную к 
окружности валка  

С учетом принятых гипотез для участка I (шейки) 
нейтральная линия представляет собой прямую, парал-
лельную оси Y, а координата ее хнш определяется урав-
нением

      (20)

где Vск.ш x и Vск.ш z – проекции полной скорости скольже-
ния на координатные оси: 

     (21)

αx – текущий центральный угол горизонтального валка, 
sin αx  =  x / Rг .

На поверхности контакта подошвы и головки с гори-
зонтальным валком (участки II и IV) нейтральная линия 
имеет более сложный характер, а именно ее координата 
zнгв i является функцией координаты x. Эту функцию не-
обходимо найти из условия 

    (22)

где αxz – текущий центральный угол горизонтального 
валка, sin αxz  =  x / Rгп , здесь Rгп описывается выраже-
нием (3); Vск.гв i x и Vск.гв i z – проекции полной скорости 
скольжения на рассматриваемом участке, например для 
участка II 

      (23)

здесь Vвгп x и Vвгп z – проекции окружной скорости вра-

щения валка, 

Численным решением установили, что нейтральная 
линия на участках II и IV имеет вид, представленный на 
рис.  2. Для определения положения точек М и М1 урав-
нение (22) решали относительно координаты x при z  =  dx 
и z  =  hix . Таким образом, верхнюю границу зоны отстава-
ния на контактной поверхности участков II и IV с гори-
зонтальным валком описали следующим образом:

         (24)

а нижнюю границу зоны опережения 

          (25)

при этом нижней границей зоны отставания будет яв-
ляться функция dx , а верхней границей зоны опереже-
ния – функция hix .

Нейтральная линия на контактной поверхности вер-
тикальных валков с подошвой и головкой рельса пред-
ставляет собой прямую, параллельную оси Z, а посколь-
ку валки являются неприводными, координата хнвв i (i  =  II, 
III, IV и V) ее равна половине длины очага деформации 
(принято, что затраты мощности на преодоление сил 
трения в шейках валков значительно меньше мощности 
деформации, и этими затратами можно пренебречь).

Основная система уравнений

Принято, что деформируемый металл обладает свойст-
вами жестко-пластической среды.

Для определения неизвестных параметров коэффи-
циента опережения ν, приращения (утяжки) подошвы 
Δhп и приращения (утяжки) головки Δhг использовали:

– функционал принципа минимума полной мощ-
ности

 (26)

– уравнение баланса мощности 

        (27)
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– условия минимума функционала 

      (28)

В соответствии с принятой методикой, составляю-
щие функционала (26) определяли следующим обра-
зом.

Мощность внутренних сил

         (29)

где Hi – интенсивность скоростей деформации сдвига. 
Мощность сил среза

   (30)

где  и  – проекции скорости течения металла на ка-
сательную плоскость к поверхности среза Fср i с внут-
ренней и внешней сторон этой поверхности соответст-
венно (некоторые поверхности среза представлены на 
рис.  2).

Мощность напряжений трения на скоростях сколь-
жения

  (31)

Мощность, подводимая валками

   (32)

где

 .    (33)

Величину τsi определяли с учетом исследований 
сопротивления металла деформации, выполненных 
В.К.  Смирновым, А.Р. Бондиным:

   (34)

где εi и ui – средняя степень и средняя скорость дефор-
мации для соответствующего участка.

Рис. 2. Нейтральные линии xнш и zн на контактных поверхностях и плоскости среза (отмечены штриховкой) в очаге деформации при прокат-
ке рельсового профиля в универсальном калибре

Fig. 2. The neutral line xнш and zн are on the contact surfaces and on the cutting plane (indicated by hatching) in the deformation zone during rolling 
of the rail profi le in universal caliber
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Комплекс полученных выше уравнений (1)  –  (34) 
представляет математическую модель процесса рав-
номерной деформации (вытяжки) элементов рельсо-
вого профиля при прокатке в универсальном калибре. 
Сформированная модель характеризуется весьма вы-
сокой степенью сложности и может быть практичес-
ки реализована численным методом с использовани-
ем современных вычислительных средств, причем 
быстро действие и точность решения существенно за-
висят от уровня развития технических и программных 
средств. В настоящей работе для вычисления исполь-
зовали программный комплекс MathCAD  14. При этом 
для решения основной системы уравнений (26)  –  (28) 
применяли методику варьирования, разработанную ра-
нее в Уральском политехническом институте  [8]. При 
заданном коэффициенте вытяжки шейки и прочих ис-
ходных данных в результате решения определяют весь 
комплекс параметров деформации, необходимых для 
получения одинаковой вытяжки по всем элементам 
рельсового профиля: коэффициенты бокового обжатия 
фланцев, приращение или утяжку подошвы и головки, 
опережение. Указанные параметры используют при 
проектировании рациональных калибровок валков и 
режимов обжатий.

В отличие от известных вариационных решений, в 
предложенной математической модели все уравнения 
рассчитываются без каких-либо упрощений, что позво-
ляет повысить точность расчетов и характеризует но-
визну рассматриваемого решения.

Выводы. На основе использования вариационного 
принципа минимума полной мощности и современных 
вычислительных средств разработана и реализована 
математическая модель формоизменения металла при 
прокатке рельсов в универсальных калибрах, отличаю-
щаяся равномерной деформацией всех элементов рель-
сового профиля.

Предложенная математическая модель, по сравне-
нию с известными, позволяет повысить точность рас-
чета параметров деформации.

Система расчетов с использованием разработанной 
математической модели может совершенствоваться по 
мере развития вычислительной техники и программ-
ных средств.

Применение созданной математической модели по-
зволяет определить закономерности течения металла 
при прокатке в универсальных калибрах.
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Abstract. Based on the use of the variational principle of minimum 
total power and modern mathematic modelling tools a mathemat-
ical model of metal forming in the universal rail rolling pass was 
developed and implemented, in which there is a uniform defor-
mation of all elements of the rail profile. In particular, it was con-
structed a geometric model of the deformation zone and kinemat-
ically possible velocity field of the metal flow, defined boundary 
conditions and built a basic system of equations, including the 
energy balance equation and the condition of the minimum of the 
functional. In contrast to the well-known variational solutions in 

the proposed mathematical model, all the equations are calcu-
lated without any simplifications, which improve the accuracy 
of calculations and characterizes the novelty of the solution in 
question. Application of the created mathematical model allows 
determining the principles of metal flow during rolling in uni-
versal passes. 
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