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AUTOMATIC CHOICE OF QUADRATURE ORDER FOR EFFICIENT EVALUATION 
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Abstract. View factors for two real geometries of continuous furnace with 
cylindrical bars and sectional pusher furnace of ball-rolling workshop 
are calculated with the help of previously developed method of auto-
matic choosing the number of quadrature nodes. It is shown that the 
method is several times faster and also more accurate than standard 
calculation. 
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Аннотация. Показана актуальность исследований производительности печей, обеспечивающих минимальный удельный расход топлива. Пред-
ложены формулы для описания зависимости удельного расхода топлива b от конечного времени нагрева τк и оценки величины оптимально-
го по расходу топлива конечного времени нагрева τко (производительности). Приведены результаты исследования зависимостей b(τк ) и τко 
от удельных потерь теплоты теплопередачей из рабочего пространства печей и способа отвода продуктов сгорания. Установлено, что зна-
чение оптимальной производительности в значительной степени определяется величиной потерь теплоты теплопередачей, которые обрат-
но пропорционально влияют на оптимальное значение производительности. Показаны примерные условия, при которых минимальный 
удельный расход топлива может наблюдаться как при предельно высокой производительности, так и при низкой производительности печи. 
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Можно считать общепринятым фактом наличие за-
висимости удельного расхода топлива b на нагрев ме-
талла от заданного конечного времени нагрева τк или 
производительности Р, которые связаны соотношением 
P = M/τк , где М – масса садки металла, кг. 

Однако в литературе пока еще недостаточно четко 
определены ответы на следующие важные для теории и 
практики вопросы.

• Имеется ли минимум у зависимости b(τк ) в прак-
тически важной области изменения производительнос-
ти?

• Находится ли зона минимума b(τк ) вблизи мини-
мально допустимого (наискорейшего) для данных ус-

ловий времени нагрева τкн (максимальной производи-
тельности)?

• Какие характеристики печи в основном определя-
ют значение τко , при котором удельный расход топли-
ва минимален и знак производной db / dτк при τк  >  τкн . 
Отметим, что при db / dτк  <  0 увеличение τк (снижение 
производительности) будет приводить к уменьшению 
удельного расхода топлива.

В работе [1] сделан обзор публикаций, в которых 
высказаны мнения по некоторым из названных проб-
лем. В большей части из них утверждается, что мини-
мальный удельный расход топлива на нагрев металла 
требуется при наибольшей производительности (или 
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при τк  =  τкн ). В данном обзоре [1] дана ссылка лишь 
на одну работу, в которой указывается, что «с ростом 
производительнос ти увеличивается удельный расход 
топлива на нагрев, однако такой режим имеет место 
при очень малых потерях теплоты (до 2  % общей те-
пловой мощности печи)».

В работах автора по исследованию режимов нагрева 
металла с минимальным расходом топлива не были об-
наружены условия, при которых минимальный расход 
топлива, а также минимальный угар металла наблюдал-
ся бы при наибольшей производительности [3 – 5].

Естественно, что решение о величине оптималь-
ной производительности не должно приниматься 
боль шинст вом голосов. Ответ на этот вопрос не мо-
жет быть однозначным и должен зависеть от конкрет-
ных условий работы нагревательной печи. Для пои-
ска ответов на вопросы, сформулированные в начале 
статьи, необходимы более широкие теоретические 
исследования.

Численные методы расчета, которые используются 
при моделировании режимов нагрева металла в пе-
чах, позволяют получить достаточно надежные зна-
чения оптимального времени нагрева τко . Недостаток 
их применения заключается в трудности обобщения 
результатов моделирования работы печей при различ-
ных условиях.

Аналитические модели, которые на современном 
уровне развития металлургической теплотехники ис-
пользуются лишь для качественной оценки технико-
экономических показателей работы печей, дают воз-
можность более широкого обобщения результатов.

Рассмотрим методику аналитического исследования 
зависимости b(τк ).

Для оценки оптимального по расходу топлива вре-
мени нагрева τко необходимо найти аналитические за-
висимости удельного расхода топлива b от конечного 
времени нагрева τк и условий работы печи.

Запишем уравнение баланса теплоты рабочего про-
странства печи, в которой нагревается садка металла 
массой М, кг:

       B(iт – iух ) = Iм + Iп , (1)

где В – объем сжигаемого топлива, м3 (здесь и да-
лее объе мы газов даны при нормальных условиях); 
iт – энтальпия продуктов сгорания, учитывающая хи-
мическую и физическую теплоту топлива и воздуха на 
горение, Дж/м3 топлива; iух – энтальпия уходящих га-
зов,  Дж/м3 топлива; Iм – количество теплоты, затрачен-
ной на нагрев садки металла, Дж; Iп – количество теп-
лоты, теряемой из рабочего пространства через кладку 
(ограждение), окна и в водоохлаждаемые элементы 
печи, Дж.

В таком виде уравнение баланса справедливо для 
проходных (методических), секционных печей и печей 
периодического действия.

Разделим обе части уравнения (1) на массу садки М 
и выразим из него удельный расход топлива b  =  В / М, 
м3/кг:

             (2)

Величины Iм , iт и М не зависят от времени нагрева 
садки металла. На динамику изменения функции b(τк ) 
влияют только величины Iп и iух . Представим эти пара-
метры функциями времени нагрева.

Потери теплоты выразим через средний поток теп-
лоты, теряемой теплопередачей Qп :

                Iп = Qпτк , (3)

где Qп = qп Fω, Вт, qп – средний удельный поток теплоты, 
Вт/м2 кладки; F – площадь обогреваемой поверх нос ти 
металла, м2; ω – степень развития обмуровки, ω  =  Fкл / F, 
Fкл – площадь внутренней поверхности кладки, м2. При 
наличии потерь теплоты через окна, водоохлаждаемые 
элементы, величины qп , Fкл , ω должны быть приведен-
ными к условиям теплопередачи через кладку.

Энтальпия уходящих газов зависит от температуры 
уходящих газов Ту :

              iух = сυТу , (4)

где с – теплоемкость продуктов сгорания, Дж/м3·К; 
υ  –  удельный объем продуктов сгорания 1 м3 топлива, 
м3/м3.

В общем случае величины qп и с зависят от тем-
пературы газов (режима нагрева) и, следовательно, от 
времени нагрева. Примем, что эти зависимости для 
качественного (приближенного) анализа несущест-
венны. 

Наибольшие проблемы возникают при описании 
зависимости температуры уходящих газов Ту от ко-
нечного времени нагрева, которая должна снижать-
ся при увеличении τк . Рассматривалось несколько 
вариан тов выражения функции Ту (τк ). Был принят 
весьма приближенный способ выражения Ту через 
средний перепад температур между газом и метал-
лом ΔТг – м  =  Iм / (τкαF):
         (5)

где α – приведенный коэффициент теплоотдачи от 
газов к металлу, Вт/(м2·К); Тму – среднеинтегральная 
температура поверхности металла за время нагрева τк 
для секционных печей и печей периодического дейст-
вия или температура поверхности металла в районе 
отвода продуктов сгорания (начало методической 
зоны).

Выразим зависимость b(τк ), подставив формулы 
(3)  –  (5) в (2):
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               (6)

Используя выражение (6), можно классическим ме-
тодом определить время τко , при котором расход топли-
ва будет минимален. Возьмем производную выражения 
(6) по τк и приравняем ее нулю:

 (7)

Приведем слагаемые к одному знаменателю, умно-
жим его на нуль правой части равенства (7) и получим:

   (8)

Умножим (8) на  и преобразуем его к виду 

квадратного уравнения 

         (9)

Оценить значение τко можно по решению квадратно-
го уравнения (9), которое имеет вид

 

или

            (10)

Анализ выражения (10) позволяет определить харак-
тер изменения параметров, которые будут сокращать 
оптимальное время нагрева (увеличивать оптимальное 
значение производительности):

– увеличение потерь теплоты теплопередачей;
– снижение калориметрической температуры сгора-

ния топлива Ткал = iт /(сυ);
– увеличение интенсивности теплоотдачи к ме-

таллу α;
– снижение температуры уходящих газов за счет ор-

ганизации их отвода из низкотемпературной (методи-
чес кой) зоны и уменьшения Тму [уравнения (5), (10)].

По уравнению (9) с учетом (3) можно оценить вели-
чину средних удельных потерь теплоты qпо , при кото-
рой расход топлива для заданного конечного времени 
нагрева τк будет минимален:

      (11)

Если в уравнении (11) принять τк = τкн , то можно 
оценить, при каких потерях теплоты наискорейшее вре-
мя нагрева обеспечит минимальный удельный расход 
топлива на нагрев металла.

Для исследования влияния производительности (вре-
мени нагрева) на удельный расход топлива выполним 
расчет одностороннего нагрева металла в форме неогра-
ниченной пластины при следующих исходных данных: 
теплоемкость см = 650 Дж/кг·К; плотность ρ  =  7850 кг/м3; 
толщина металла R = 0,1 м; среднемассовые конечные и 
начальные температуры металла Тк  =  1227  °С (1500  К); 
Тн = 27  °С (300 К); α  =  220  Вт/м2·К; F = 30 м2; ω = 3; 
iт = 38,0·106 Дж/м3; сυ = 18,0·103 Дж/м3.

Определим количество теплоты, затраченной на на-
грев металла и массу садки, Дж:

       Iм = см ρR(Tк – Tн ). (12)

Iм = 650 · 7850 · 0,1 · (1227 – 27) = 184 · 108 Дж;
М = ρRF = 7850 · 0,1 · 30 = 23 550 кг. 

Исходные показатели приняты близкими к данным, 
которые использовались в работе [3], чтобы оценивать 
значение τкн , сравнивая результаты расчетов.

На рис.  1 приведены результаты расчетов b и Ty 
по формулам (6) и (5) для R = 0,1 и 0,2 м при за-
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данных удельных потерях теплоты теплопереда-
чей qп  =  2·103; 12·103; 22·103 Вт/м2 (Qп = 0,18; 1,08; 
1,98  МВт) и Тму  =  650  °С. Такое значение Тму пример-
но определит по уравнению (5) величины температур 
уходящих газов для печей с отводом продуктов сгора-
ния из каждой зоны или средних за периоды нагрева 
температур Ty .

Графики изменения удельного расхода топлива 
показывают, что функции b(τк ) имеют минимумы, а 
значение τко , при котором b(τк ) = min, при увеличении 
потерь теплоты теплопередачей qп перемещается в 
сторону более высоких оптимальных производитель-
ностей печей.

Обратим внимание, что для этих печей даже при 
сравнительно высоких потерях теплоты (в данных 
условиях) оптимальная производительность не являет-
ся предельной (τко > τкн ).

И только при R = 0,2 и qп = 22 кВт (Qп = 1,98 МВт) 
оптимальная производительность находится в зоне пре-
дельных значений.

На рис. 2 приведены аналогичные зависимости для 
проходных печей с отводом всех газов из одной «холод-
ной» (методической) зоны (Тму = 300 °С).

При более низком значении Тму и, соответственно, 
Ту , значения τко более, чем при Тму = 650 °С, смещают-
ся ближе к τкн . Оптимальная производительность нахо-
дится в зоне предельной при qп > 22 кВт/м2 (R = 0,1 м) и 
qп  ≥  12  кВт/м2 (R = 0,2 м). Величина b в зоне оптимума 
τк  ≈  τко довольно слабо зависит от производительности. 
Причем возможны такие условия, когда величина b до-
вольно слабо зависит от выбранной производительнос-
ти в большом диапазоне изменения τк (qп = 12 кВт/м2, 
R  =  0,2  м). 

Обратим внимание, что эффект оптимизации (воз-
можность снижения удельного расхода топлива за счет 
выбора производительности) на рис.  1 и 2 оказался 
меньше, чем в более точных расчетах [3] из-за прибли-
женного учета qп  и зависимости Ту(τк ) в виде (5).

Естественно, что представленные зависимости 
b(τк ,  qп ) были бы более информативны, если бы вместо 
qп и Qп использовать их относительные величины:

 

или
            (13)

Однако это оказалось невозможно, так как Dp/м и Dp 
зависят от τк .

В таблице приведены значения относительных по-
терь теплоты Dp , рассчитанные по формуле (13) для 
различных τк и R = 0,1 м, Тму = 300 (см. рис. 2).

Как следует из данных таблицы, величина Dp изме-
няется в широких пределах (от 3 до 48 %). Для данных 
условий сокращение времени нагрева (увеличение про-
изводительности) увеличивает b при доле потерь мень-
ше ~14  % (db / dτк  <  0). Увеличение времени нагрева 
(уменьшение производительности) увеличивает b при 
доле потерь больше ~20  %. 

Этот и другие выводы, касающиеся граничных зна-
чений параметров, влияющих на τко , весьма приближен-
ны и приводятся только для доказательства того, что ве-
личина оптимальной производительности существенно 
зависит от конструкции и условий работы печи.

В качестве примера и доказательства правильности 
вывода формулы (10) оценим оптимальное время на-
грева при R = 0,1 м, Iм = 184·108 Дж, qп = 2·103 Вт/м2, 
Qп  =  1,08·106 Вт и Тму = 650 °С:

Относительные потери теплоты 
теплопередачей Dp (числитель) и удельные расходы 
топлива b (знаменатель) при R = 0,1 м, Тму = 300 К

qп , кВт/м
2

τк , с

5000 7500 12 500 15 000
2 2,8/36,24 4,7/32,30 8,2/30,62 9,9/30,58
12 13,5/44,70 20,9/43,36 31,9/47,33 36,1/50,17
22 20,8/53,16 30,5/54,42 43,2/64,04 47,6/69,76

Рис. 1. Удельный расход топлива и температура уходящих газов в 
зависимости от конечного времени нагрева при нагреве металла 
толщиной R = 0,1 и 0,2 м с удельными потерями теплоты qп = 2, 12 

и 22 кВт/м2 (значения qп в скобках) для Тму = 650 °С:
1 – R = 0,1 (2); 2 – R = 0,1 (12); 3 – R = 0,1 (22); 4 – R = 0,2 (2); 
5 – R = 0,2 (12); 6 – R = 0,2 (22);7 – Тг , R = 0,1; 8 – Тг , R = 0,2

Рис. 2. Удельный расход топлива и температура уходящих газов 
в зависимости от конечного времени нагрева для Тму = 300 °С 

(обозначения см. рис. 1)
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Значение τко = 7920 с соответствует минимуму функ-
ции b(τк ) на рис. 1.

Оценим величину удельных qпо и относительных 
потерь теплоты Dpо , при которых минимальный удель-
ный расход топлива на нагрев металла будет затрачи-
ваться при наискорейшем времени нагрева (τк  =  τкн ) для 
R  =  0,2  м;  τкн  ≈  τк = 12 000 с;   Iм = 650·7850·0,3·(1227  –  27)  = 
= 368·108 Дж; М = 7850·0,2·30 = 47 100 кг; Тму = 300  °С. 
Остальные параметры такие же, как в предыдущем 
примере.

Величина qпо по формуле (11) составит

Значение qпо = 17 950 Вт/м2 соответствует положе-
нию минимума функции b(τк ) на рис. 2. 

Рассчитаем удельный расход топлива по формуле (6) 
с учетом (3):

 =

= 0,049 м3/кг = 49 м3/т

и оценим относительную величину потерь теплоты по 
формуле (13):

Dp =17 950·30·3·1200 / (0,049·47 100·38·106 ) =

= 0,22 = 22 %.

Таким образом, в данном случае при относитель-
ных потерях теплоты теплопередачей Dp = 22 %, ра-
бота при производительности, близкой к предельной 
(наискорейшем времени τкн  ≈  12  000  с), потребует ми-
нимального удельного расхода топлива. При снижении 
потерь теплоты в 4 раза до qп  =  17  950 / 4  =  4488  Вт/м2 
значение оптимального времени возрастет от 12  000  с 
до τко  =  20  100 с (более чем на 2 ч или более чем в пол-
тора раза).

Для оценки степени влияния температуры уходящих 
газов (или Тму ) и потерь теплоты на рис.  3 приведены 

значения τко и Ту в зависимости от qп для R  =  0,1  м, 
Тму  =  100, 500, 900  °С. Значение τкн для данных условий 
составляет около 5000  с. Из рис.  3 видно, что увели-
чение удельных потерь теплоты от 2 до 14  кВт/м2 су-
щественно влияет на значения τко , а затем это влияние 
становится слабее.

Поскольку величина qп существенно влияет на зна-
чения τко , были выведены формулы для расчета b(τк ) 
при учете зависимости удельных потерь теплоты от 
средней температуры газов в печи Тг по формуле

           (14)

где aq , bq – коэффициенты аппроксимации зависимос ти 
qп  =  aq  +  bqTкл [6]; αгк – приведенный коэффициент кон-
вективной теплоотдачи от газа к кладке; Tкл – средняя 
температура внутренней поверхности кладки печи.

Расчеты показали, что использование зависимости 
(14) принципиально не изменило результаты, приведен-
ные на рис. 1 – 3.

На основании изложенного можно полагать, что 
величина оптимального времени существенно зависит 
от условий нагрева, поэтому обобщающие утвержде-
ния, такие как наискорейший нагрев является опти-
мальным, некорректны. Свидетельствовать о величи-
не оптимальной производительности можно только 
для конкретной печи и конкретных условий ее работы 
(свойства металла, схема отвода продуктов сгорания, 
потери теплоты теплопередачей, состояние тепловой 
изоляции и др.)

Для определения более достоверных значений τко 
следует использовать более сложные математические 
модели или результаты промышленных испытаний 
или статистические данные о работе печи. Приведен-
ные выше приближенные формулы можно применять 
лишь для качественной оценки взаимосвязей парамет-

Рис. 3. Оптимальное по удельному расходу топлива время 
нагрева τко и температура уходящих газов Тг в зависимости 

от удельных потерь теплоты для R = 0,1 м и различных значений 
Тму = 100, 500, 900 °С (значения в скобках):

1 – τко (100); 2 – τко (500); 3 – τко (900); 4 – Tг (100); 5 – Tг (500); 
6 – Tг (900)
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ров печей. Их целесообразно использовать также в 
учебном процессе при изучении простейшей матема-
тической модели тепловой работы печи и оценки сте-
пени влияния параметров на удельный расход топлива. 
Проведение исследований по формулам (1)  –  (13) будет 
достаточно наглядным и потребует простейших про-
граммных средств.

Выводы. Предложены простые формулы для 
оценки оптимального по удельному расходу топли-
ва конечного времени нагрева (производительности). 
Исследовано влияние удельных потерь теплоты те-
плопередачей и способа отвода продуктов сгорания на 
величину оптимальной производительности. Установ-
лено, что значение оптимальной производительности 
в значительной степени определяется величиной по-
терь теплоты тепло передачей, поэтому ухудшение те-
пловой изоляции ограждений, водоохлаждаемых эле-
ментов изменяет (увеличивает) оптимальное значение 
производительности. 

Показаны условия, при которых предельно высо-
кая производительность может быть оптимальной и 
вероят ность условий, при которых производительность 
будет слабо влиять на величину удельного расхода то-
плива (см.  рис.  1 и 2). 

Эффект оптимизации производительности снижает-
ся при увеличении определяющего размера (толщины) 

металла, а размер зоны оптимума, в пределах которой 
величина b изменяется в пределах 1 %, может быть до-
статочно большим 2000 – 4000 с.

Наконец, главный вывод (предложение) при опи-
сании каких-либо «закономерностей», «случаев» или 
ссылке на них заключается в том, что следует избегать 
обобщающих заключений и, по возможности, четко 
указывать область параметров, в которых обнаружен-
ные закономерности и принципы соблюдаются, чтобы 
не вводить в заблуждение практиков.
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Abstract. The article shows the urgency of research of furnaces productivi-
ty of the furnaces, that provide a minimum specifi c fuel consump-
tion  b. Proposed a relatively simple formula to describe the depen-
dence b(τк ) of particular fuel consumption of the fi nal b heating time 
τк , and estimate the optimal fuel consumption of the fi nal heating time 
τко (performance). Results on b(τк ) and τко for different specifi c heat 
loss heat transfer from the volume qп furnaces and fl ue gas ways are 
described. It has been established that the optimum value of the perfor-
mance is largely determined of heat losses by the heat transfer, which 
are inversely proportional affect to the value of optimal performance. 
The author shows exemplary conditions for minimum specifi c fuel 
consumption that can be observed at an extremely high productivity 
and low productivity of the furnace. 

Keywords: gas furnaces, heating the metal, performance, optimum mode.
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