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Аннотация. Приведено решение уравнений Навье-Стокса, описывающих движение вязкой несжимаемой жидкости. Решение получено путем 
наложения ряда условий, приближенно выполняемых при движении реальных расплавов, и представляет известное в гидродинамике урав-
нение Бернулли. Анализ налагаемых на уравнение Навье-Стокса условий, проведенный в работе, позволяет оценить область применения 
уравнения Бернулли для расчета конструкций литниковых систем. 
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Процесс получения отливки высокого качества 
требует решения целого комплекса теоретических и 
практических задач, главной из которых является ор-
ганизация подвода металла к телу отливки. Появление 
таких дефектов, как засор, газовая и песчаная рако-
вины, неметаллические включения, связано, прежде 
всего, с конструкцией литниковой системы, основны-
ми элементами которой являются приемная воронка, 
стояк, литниковый ход и питатели. Переход из одного 
элемента литниковой системы в другой сопровождает-
ся нарушением сплошности (см. рисунок), размывом 
формы и как следствие появлением дефектов. Чтобы 
избежать этих дефектов, литниковая система должна 
обеспечить спокойное, безвихревое, без разрывов и на-
рушений сплошности потока движение расплава. 

В настоящее время теоретической базой для расчета 
движения расплава по каналам литейной формы явля-
ется уравнение Бернулли, которое для двух различных 
сечений 1 – 1 и 2 – 2 канала литейной формы имеет вид

         (1)

где  и Z – скоростной, статический и пьезометри-

ческий напоры в соответствующих сечениях; h – потеря 
напора на пути от сечения 1 – 1 до сечения 2 – 2.

Уравнение Бернулли соблюдается лишь при опре-
деленных условиях, которые не всегда выполняются в 
литейной практике. Исходя из сказанного в настоящей 
работе поставлена задача – определить условия, при 
которых уравнение Бернулли применимо для расчета 
движения расплава по каналам литейной формы.

Рассмотрим движение вязкой сжимаемой жидкости, 
описываемое в гидромеханике уравнениями Навье-
Стокса:

Схема течения потока в канале
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          (2а)

          (2б)

          (2в)

или в векторной форме [1]

         (3)

где ρ – плотность жидкости;  = (u; v; w) – вектор ско-
рос ти; τ – время;  (X; Y; Z) – вектор напряжения объем-
ной силы( в рассматриваемом случае силы тяжести); 

 – градиент давления; μ – динами- 

ческая вязкость;  – оператор Лапла-

са;  – дивергенция скорости.

Если жидкость считать несжимаемой (ρ  =  const), 
то справедливо уравнение неразрывности div   =  0, 
которое отражает тот факт, что количество жидкости, 
втекаю щей внутрь любой замкнутой области, равно 
количеству жидкости, вытекающей из этой области. 
С  учетом этого уравнение (3) упрощается:

               (4)

Поскольку движение расплава в каналах литей-
ной формы автомодельно относительно критерия 
Рейнольд са, то торможение потока связано только с со-
противлением z литейной формы, т.е. член уравнения 
Навье-Стокса μΔ  представляет собой массовую силу: 

Уравнение (4) для автомодельного режима примет 
вид

        (5)

где 

Полагаем, что движение расплава в каналах литей-
ной формы безвихревое, откуда следует, что сущест-
вует некоторая функция φ, частные производные ко-

торой по координатам x, y, z равны соответствующим 

компонентам скорости, т.е.  Та-

ким образом, если движение расплава безвихревое, то 
уравнение (5) после соответствующих преобразований 
примет вид

   (6)

где Ф – потенциал массовых сил; С(τ) – произвольная 
функция времени.

В случае, когда массовые силы являются силами 
тяжести (gZ) и сопротивления (–gh) стенок формы 
(Ф  =  g(Z – h)), а движение жидкости – установившееся 
(∂φ / ∂τ  =  0, С(τ) = const), уравнение (6) принимает вид

              (7)

где gh – составляющая массовой силы 
Разделив обе части равенства (7) на g, получим урав-

нение Бернулли для реальной жидкости:

    (8)

Для двух различных сечений 1  –  1 и 2  –  2 это урав-
нение имеет вид (1):

Можно сделать заключение, что уравнение Бернул-
ли, на котором базируются расчеты движения расплава 
по каналам литейной формы, является частным случа-
ем уравнений Навье-Стокса, на которые наложены сле-
дующие условия: 1 – движение расплава автомодельно 
относительно критерия Рейнольдса ( ); 2  –  рас-
плав является несжимаемой жидкостью (div   =  0); 
3  –  движение расплава потенциальное (завихренность 
нулевая); 4 – движение потока расплава является уста-
новившимся. Из анализа литературных данных следует, 
что автомодельный режим движения наблюдается при 
Re  =  dV/ν > 10  000 (здесь d – диаметр канала; ν – кине-
матическая вязкость). Для реальных литниковых сис-
тем Remin  ≈  9000  ÷  10  000 [2, 3], т.е. условие 1 не проти-
воречит литейной практике. 

В процессе движения расплава по каналам литей-
ной формы происходит его охлаждение и, следователь-
но, изменение плотности, а это значит, что div  лишь 
приближенно равна нулю. И хотя нарушение условия  2 
требует определенных поправок, оно вряд ли окажет 
существенное влияние на результаты расчета. 

Движение потока можно считать установившемся 
только в каждый отдельный момент, т.е. в процессе за-
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полнения литейной формы ∂φ / ∂τ  ≠  0 и это необходимо 
учитывать в расчетах. 

Условие 3, которое предполагает безвихревое, по-
тенциальное движение расплава по каналам литейной 
формы, на практике не выполняется, поскольку при 
изменении геометрии канала образуются вихревые 
зоны (см.  рисунок). При этом уравнение Бернулли мо-
жет быть использовано при расчете движения расплава 
только в том случае, если за расчетные принимать гео-
метрические сечения каналов литейной формы за ми-
нусом сечений вихревых зон, т.е. живое сечение канала 
Fж (см. рисунок). 

При этом возникает проблема расчета вихревых 
зон. Поскольку размер вихревых зон зависит от изме-
няющейся геометрии каналов литейной формы, то ис-
следования по установлению этой зависимости пред-
ставляют значительный интерес, так как позволяют 

решить обратную задачу: спроектировать геометрию 
литниковой системы таким образом, чтобы исключить 
образование вихрей, ответственных за возникновение 
дефектов отливки.

Выводы. Приведена оценка области применения 
уравнения Бернулли для расчета конструкций литнико-
вых систем.
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Abstract. The paper deals with the solution of Navier-Stokes equation de-
scribing the motion of a viscous uncompressible liquid. The solution 
is received by imposing a series of conditions fulfi lled approximately 
under a real melt motion and represents the well-known in hydrody-
namics Bernoulli equation. The analysis of conditions imposed on 
Navier-Stokes equation, carried out in the paper, enables to assess the 
application range of Bernoulli equation for calculation of foundry ga-
ting system structures. 
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