
Izvestiya. Ferrous Metallurgy. 2024;67(4):463–470.
Odinokov V.I., Evstigneev A.I., etc. Stress-strain state of ceramic shell mold during formation of spherical steel casting in it

463

  УДК 621.74.045
   DOI 10.17073/0368-0797-2024-4-463-470

  diss@knastu.ru
Аннотация. В статье приведены результаты численного решения задачи по моделированию процесса возможного трещинообразования 

в оболочковой форме (ОФ) шарообразной конфигурации при заливке в нее жидкой стали и охлаждении затвердевающей отливки. 
Численная схема осесимметричной задачи и алгоритм решения были приведены в части 1. Трещиностойкость оценивается по вели-
чине нормальных напряжений в керамической ОФ в процессе ее совместного охлаждения с затвердевающей отливкой. При детальном 
анализе результатов были учтены поля перемещений, напряжений, температур как в сферической ОФ, так и в нарастающей корочке 
затвердевшего металла. При решении учитывалось изменение модуля сдвига материала формы от температуры, и была дана оценка этого 
уточнения. Задачу решали двумя способами. Первый – с постоянным модулем сдвига ОФ; второй – с модулем сдвига ОФ, зависящим 
от температуры. Между этими вариантами есть существенная разница в величине нормальных напряжений, возникающих в ОФ. Авторы 
проанализировали стойкости ОФ сферической геометрии от внешних воздействий со стороны опорного наполнителя (ОН) оболочковой 
формы и заливочной воронки. Была решена задача по определению контактной и свободной поверхностей на границе ОФ и ОН. Резуль-
таты решения задачи представлены графически в виде эпюр напряжений, температур по исследуемой области в разных ее сечениях 
и временных интервалах охлаждения ОФ и нарастающей корочки металла. Показана роль сжимающих нормальных напряжений σ22 , 
σ33 на поверхности соприкосновения ОФ с жидким металлом в начальный момент охлаждения на вероятность трещинообразования 
в сферической форме. Уровень напряженно-деформированного состояния в сферической ОФ при охлаждении в ней стальной отливки 
существенно определяется зависимостью модуля сдвига ОФ от температуры. 

Ключевые слова: литье по выплавляемым моделям, оболочковая форма, напряженное состояние, моделирование, трещинообразование
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Abstract. The paper presents the results of numerical calculations of the solution to the problem of modeling the process of possible cracking in a 

spherical shell mold when pouring liquid steel into it and cooling the solidifying casting. The numerical scheme of the axisymmetric problem and 
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 Введение

Ранее исследования по влиянию напряженно-
деформированного состояния (НДС) на ее трещи-
но стойкость при заливке жидким металлом и ох -
лаж  дении совместно с затвердевающей отливкой 
проводились на оболочковой форме (ОФ) для литья по 
выплавляе мым моделям (ЛВМ) в виде стояка, имею-
щего как цилиндрическую, так и сферическую форму 
(зумпф). Проведено множество теоретических и экс-
периментальных исследований по установлению осо-
бенностей напряженно-деформированного состояния 
(НДС) керамической оболочковой формы и получае-
мых отливок в литье по выплавляемым моделям: по 
влиянию на НДС материалов выплавляемых моде-
лей [1; 2], формы и геометрии ОФ [3; 4], толщины 
стенки формы [5; 6], материала формы [7; 8], геомет-
рии отливок [9 ‒ 11], методов испытаний формы на 
прочность и пр. [12; 13].

Математическое моделирование рассматриваемых 
процессов также представлено в других работах (ме -
тоды моделирования [14], исследований [15 ‒ 17], с ис -
пользованием численного моделирования [18 ‒ 20], 
специальных математических моделей [21 ‒ 23] и прог-
раммных средств [24; 25].

Вызывает как научный, так и практический интерес 
изготовление отливок шаровой и сферической форм 
при помощи ЛВМ, а значит, и стойкость ОФ к трещино-
образованию при формировании в ней таких отливок. 
Именно на решение этой задачи и направлены мате-
риалы настоя щей работы.

В работе [26] приведены общая постановка задачи 
по построению математической модели по определе-
нию НДС и температуры в ОФ при охлаждении в ней 
сферической отливки, численная схема и алгоритм 
решения задачи с использованием разработанных ком-
плексов программ [27; 28]. В настоящей работе пред-
ставлены результаты теоретического и численного 
исследований решения поставленной задачи.

the algorithm for its solution were given in Part 1. The crack resistance is estimated by magnitude of the normal stresses in the ceramic shell during 
its co-cooling with a solidifying casting. The results detailed analysis considered: fields of displacement, stresses, and temperatures both on spherical 
surface and in growing crust of solidified metal. The solution took into account the change in the shear modulus of the mold material from temperature, 
and an assessment of this refinement was given. The problem was solved in two ways. The first – with a constant shift modulus of the shell mold; 
the second – with its temperature-dependent shift modulus. There is a significant difference between these variants in terms of magnitude of the normal 
stresses arising in the shell mold. The authors analyzed resistance of the shell mold spherical geometry to external influences from its support filler and 
filling funnel. The problem of determining the contact and free surfaces at the boundary of the shell mold and support filler was solved. The results 
are presented graphically in the form of diagrams of stresses and temperatures over the studied area in its different sections and time intervals for 
cooling of the growing metal crust. The role of compressive normal stresses σ22 , σ33 on the surface of contact of the shell mold with liquid metal 
at the initial moment of cooling on probability of cracking in a spherical mold is shown. The level of strain-stress state in a spherical shell mold when 
cooling a steel casting in it is significantly determined by dependence of shift modulus of the shell mold on temperature. 
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 Основная часть

В работе [26] изложена общая постановка задачи 
по охлаждению шарообразной отливки в оболочковой 
форме. 

На рис. 1 представлена расчетная схема исследуе мого 
процесса с учетом осевой симметрии (здесь угол α опре-
деляет величину окна литниковой воронки, а угол φ ‒ 
величину охвата ОФ опорным наполнителем (ОН)). 

 Исходные данные

Геометрические параметры: S = 5 мм, R1 = 20 мм.
Временные интервалы ∆τn : 0,1; 1,0; 2,0; 4,0; 5,0; 5,0; 

5,0; 10,0; 10,0; 1,0; 2,0; 5,0; 1,0; 1,0; 3,0; 3,0; 5,0; 10,0; 
10,0 с; параметр трения на поверхности S3 (рис. 1) при-
нимается ψ = 0,001.

Разбиение области: N1×N2 = 10×30.
Приняты следующие физические параметры разливае-

мой стали при температуре θ > 1000 °C (  = 1500 °C): 
G = 1000 кг/мм2 (модуль сдвига); α = 12∙10‒6 °С‒1 (коэф-
фициент линейного расширения); λ = 0,0298 Вт/(мм∙°C) 
(коэффициент теплопроводности); L = 270·103 Дж/кг 
(скрытая теплота плавления); C = 444 Дж/(кг·°C) (удель-
ная теплоемкость); γ = 7,80·10‒6 кг/мм3 (удельная 
масса); θк = 1450 °C (температура кристаллизации).

Физические свойства керамической формы: Gф = 
= 2910 кг/мм2; α = 0,51·10‒6 °С‒1; λ = 0,000812 Вт/(мм·°C); 
C = 840 Дж/(кг·°C); γ = 2,0·10‒6 кг/мм3.

Некоторые результаты теоретического исследования 
показали [29], что при охлаждении стали в ОФ с вели-
чиной α 10 и 30° и φ = (180 – α) имеют место значитель-
ные сжимающие напряжения σ22 , σ33 , которые могут 
превосходить предел прочности керамики при сжатии. 
Причем при α = 30° напряжения σii , i = 2, 3 несколько 
меньше по абсолютной величине, чем при α = 10°. 
На рис. 2 приведены эпюры нормальных напряжений 
σ11 в ОФ при α = 10° поз. а – через 7,1 с охлаждения, 
поз. б ‒ через 51,1 с. 

https://rscf.ru/project/24-29-00214/
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На рис. 3 приведены эпюры напряжений σ22 и σ33 
в образующейся корочке металла через 60,1 с охлажде-
ния отливки; сплошными линиями показаны эпюры 
при α = 30°; штриховыми ‒ α = 10°.

Величина σ22 , σ33 на поверхности, примыкающей 
к жидкому металлу, больше (по модулю), чем на поверх-
ности ОФ, это объясняется тем, что модуль сдвига Gm 
образующегося твердого металла принят постоянным 
(1000 кг/мм2), независящим от температуры. Также как 
и в ОФ, напряжения σ22 , σ33 – сжимающие и при α = 10° 
они больше, чем при α = 30°.

На рис. 4, а показаны эпюры напряжений σ11 в ко -
рочке закристаллизовавшегося металла через 60,1 с. 
Напряжения σ11 – сжимающие по всему сечению: 
сплошными линиями обозначены σ11 при α = 30°, штри-
ховыми – при α = 10°.

На рис. 4, б показаны кривые роста величины ко -
рочки S и напряжения σ33 со временем охлаждения. 
С увеличением угла α нормальные напряжения незна-
чительно уменьшаются (по модулю). 

Дальнейшее увеличение α не имеет смысла, 
поскольку идет нарастание корочки металла при незна-
чительном изменении нормальных напряжений.

Результаты получены при постоянной (средней) 
величине модуля сдвига ОФ (Gф ). 

Как следует из работы [29], температура в ОФ, 
примыкающей к кристаллизующемуся металлу, очень 

Рис. 1. Расчетная схема шарообразной ОФ,  
заформованной в опорный наполнитель и залитой  

жидким металлом, с учетом осевой симметрии:
ЖМ – жидкий металл; ТМ ‒ твердый металл;  

ОФ – оболочковая форма; ОН – опорный наполнитель;  
S1 – внутренняя поверхность контакта жидкого и затвердевшего  
металла; S2 – внутренняя поверхность контакта затвердевшего 

металла и оболочковой формы; S3 – внешняя поверхность  
оболочковой формы; S4 – свободная поверхность торца литниковой 

чаши ОФ; R1 ‒ радиус шарообразной отливки;  
S – толщина оболочковой формы; ST – толщина корочки  

затвердевшего металла; α ‒ угол наклона литниковой воронки;  
φ – угол охвата поверхности оболочковой формы  

опорным наполнителем

Fig. 1. Calculation scheme of a spherical ceramic shell mold  
molded in support filler and filled with liquid metal,  

taking into account axial symmetry:
ЖМ – liquid metal; ТМ ‒ solid metal; ОФ – shell mold;  

OH – support filler; S1 – inner contact surface of liquid and solidified 
metal; S2 – inner contact surface of solidified metal and shell mold;  

S3 – outer surface of shell mold; S4 – free surface of the end face  
of casting cup; R1 ‒ radius of spherical casting; S ‒ thickness of shell 

mold; ST ‒ thickness of solidified metal crust; α ‒ slope angle of funnel; 
φ ‒ angle of enclosing surface of shell mold with a support filler

Рис. 2. Эпюры нормальных напряжений σ11 в ОФ при α = 10°  
при времени охлаждения отливки 7,1 с (а) и 51,1 с (б)

 
Fig. 2. Diagrams of normal stresses σ11 in shell mold at α = 10°  

and time of casting cooling 7.1 s (a) and 51.1 s (б)

Рис. 3. Эпюры нормальных напряжений σ22 (а) и σ33 (б) 
в образующей корочке металла при α = 30° (сплошные линии) 

и α = 10° (штриховые линии) и времени охлаждения отливки 60,1 с

Fig. 3. Diagrams of normal stresses σ22 (а) and σ33 (б) in forming metal 
crust at α = 30° (solid lines) and α = 10° (dashed lines) and time 

of casting cooling 60.1 s
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высока (порядка 1300 °C). При такой температуре кера-
мика находится практически в размягченном состоя-
нии, а значит и модуль сдвига в ней будет намного 
ниже, чем средняя величина Gф оболочковой формы. 
Воспользуемся экспериментальными данными (рис. 5), 
полученными в работе [30] при испытании керами-
ческих образцов, выполненных из связующего мате-
риала (SiO2 + MgPO4 ). 

Аппроксимируя результаты, представленные на рис. 5, 
получим: 

Gф = 6412 – 6,37θ, кг/мм2 при 300 °С < θ < 1000 °С;

Gф = 40 кг/мм2 при θ ≥ 1000 °С;

Gф = 4500 кг/мм2 при θ < 300 °С.

Результаты решения с изменяющимся от темпе-
ратуры модулем сдвига ОФ приведены на рис. 6 при 
α = 10° в виде эпюр σii , i = 1, 2, 3 при τ = 1,12 с – сплош-
ные линии; τ = 7,12 с – штриховые линии. 

При термическом ударе и времени охлаждения 
τ = 1,12 с напряжения σ22 , σ33 имеют наибольшие зна-
чения (по абсолютной величине) в ОФ в зоне контакта 
с металлом, но уже резко меняются со временем охлаж-
дения. Все нормальные напряжения – сжимающие. 
Напряжения σ33 в образующейся корочке S = 6 мм через 
τ = 7,12 с приведены на рис. 7. 

При дальнейшем охлаждении напряжения σii умень-
шаются. 

Наиболее опасен к разрушению начальный период 
охлаждения (0 < τ < 8 с) (рис. 6). 

На рис. 8, 9 приведены результаты расчета при 
α = 30°, τ = 1,12 с (сплошные линии); τ = 7,12 с (штри-
ховые линии). 

Как видим, картина примерно та же, но значения σii , 
i = 1, 2, 3 несколько ниже, чем при α = 10°, даже поя-
вились небольшие растягивающие напряжения σ22 , σ33 
в ОФ на стыке с ОН (рис. 8). В корочке металла S = 6 мм 
при τ = 7,12 с приведены напряжения σ33 (рис. 9), они 
также ниже, чем при α = 10° (рис. 3, б).

Рис. 4. Эпюры нормальных напряжений σ11 (а) 
в закристаллизовавшейся корочке металла через время охлаждения 

отливки 60,1 с и кривые роста величины корочки металла (S) 
и напряжений σ33 (б) со временем охлаждения

 
Fig. 4. Diagrams of normal stresses σ11 (а) in crystallized metal crust 
after casting cooling for 60.1 s and growth curves of metal crust (S) 

and stresses σ33 (б) with cooling time

Рис. 5. Экспериментальные данные при испытании керамических 
образцов, выполненных из связующего материала (SiO2 + MgPO4 )

 
Fig. 5. Experimental data on tests of ceramic samples 

made of a binder (SiO2 + MgPO4 )
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Рис. 6. Поле температур (a), эпюры нормальных напряжений σ22 (б) 
и σ33 (в) в ОФ при α = 10° и времени охлаждения 

отливки 1,12 с ( ) и 7,12 c ( )
 

Fig. 6. Temperatures field (a), diagrams of normal stresses σ22 (б) 
and σ33 (в) in ceramic mold at time 

of casting cooling 1.12 s ( ) and 7.12 s ( )

Дальнейшее охлаждение показывает, что нормаль-
ные напряжения падают, а эпюры σii при τ = 32,12 
и 52,12 с близки друг к другу. 

Что касается вопроса влияния материала цилинд-
ричес кой ОФ на ее стойкость, то такие результаты 
были представлены в предыдущих работах авторов, 
где в рассмат риваемом случае наиболее опасными для 
возможного трещинообразования в ОФ являются рас-
тягивающие нормальные напряжения σ22 в наружном 
(внешнем) слое оболочки, контактирующем с опорным 
наполнителем.

Учет зависимости модуля сдвига в ОФ от темпера-
туры существенно влияет на напряженно-деформиро-
ванное состояние в ОФ при охлаждении в ней стальной 
отливки. При принятых внешних воздействиях на про-
цесс охлаждения металла в сферической ОФ стойкость 
ее к разрушению в начальный момент заливки является 
проблематичной.

 Выводы

Осуществлено более корректное решение задачи 
с учетом изменения модуля сдвига материала формы от 
температуры, что существенно отразилось на результа-
тах решения. Анализ НДС в ОФ сферической формы 
при заливке в нее стальной отливки показал, что опас-
ными являются сжимающие напряжения σ22 , σ33 на 

Рис. 7. Эпюры нормальных напряжений σ33 в образующейся 
металлической корочке (S = 6 мм) при времени 

охлаждения отливки 7,12 c 

Fig. 7. Diagrams of normal stresses σ33 in resulting metal crust 
(S = 6 mm) at time of casting cooling 7.12 s
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поверхности соприкосновения ОФ с жидким металлом 
в начальный момент охлаждения. Значительные сжи-
мающие напряжения σ11 (до 10 МПа) на поверхности 

соприкосновения ОФ с ОН указывают на возможность 
и необходимость дальнейшего теоретического исследо-
вания данного процесса посредством моделирования 
величины поверхности охвата ОН сферической ОФ.
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