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Аннотация. Задачей настоящего теоретического исследования является определение внешних факторов, при которых сферическая оболоч-

ковая форма (ОФ) не будет разрушаться от возникающих в ней температурных напряжений. Сформулирована задача по определению напря-
женно-деформируемого состояния (НДС) ОФ, заформированной в опорный наполнитель (ОН), при охлаждении в ней затвердеваю щей 
шарообразной стальной отливки. Рассматриваемое осесимметричное тело вращения имеет четыре области (жидкий металл, твердый 
металл, оболочковая форма, опорный наполнитель). Для решения задачи авторы используют уравнение линейной теории упругости, 
уравнение теплопроводности и апробированный численный метод, согласно которому исследуемая область разбивается системой орто-
гональных поверхностей на элементы. Для каждого элемента записана система уравнений в разностном виде с учетом осевой симметрии 
через напряжения и перемещения по граням элемента и длинам дуг ребер, ограничивающих его объем. Уравнение теплопроводности 
записано в разностном виде из построения теплового баланса для произвольного ортогонального элемента, включающее как среднюю 
температуру элемента, так и температуры элементов, окружающих его объем. Решение разностного аналога уравнения теплопроводности 
осуществляется методом «прогонки» по составленной итерационной схеме. Приведен разностный аналог сформулированной системы 
дифференциальных уравнений линейной теории упругости в виде алгебраической системы уравнений. Представленный алгоритм свертки 
этой системы позволяет значительно понизить ее ранг.. Приводится общая численная схема и алгоритм решения задачи. Результатом 
решения являются величины напряжений, перемещений в среднем по граням каждого элемента и средняя температура в элементе. 
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Abstract. The task of the present theoretical investigation was to determine the external factors at which a spherical shell mold will not fail due to 

temperature stresses occurring in it. The problem is formulated for determining the stress-strain state of the spherical shell mold formed in the support 
filler at cooling of solidifying spherical steel casting. The investigated axisymmetric rotational body has four zones: liquid metal, solid metal, shell 
mold, and support filler. To solve the problem, the equation of linear elasticity, the equation of heat capacity and a well-proven numerical method 
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 Введение

Проведены аналитические [1; 2] и теоретические 
исследования [3 ‒ 5] по трещиностойкости керами-
ческой оболочковой формы (КОФ) после заливки 
в нее жидкого металла и охлаждения затвердеваю-
щей отливки. Исследовалась оболочковая форма (ОФ) 
в форме стакана, ограниченная сферической и цилин-
дрической поверхностями. Установлено, что наиболее 
опасным напряжением, возникающим при охлажде-
нии в ОФ жидкого металла, являются растягивающие 
нормальные напряжения на наружной поверхности 
формы, примыкающей к опорному наполнителю (ОН). 
Найдены оптимальные внешние силовые и температур-
ные воздействия на ОФ, гарантирующие ее стойкость 
при получении в ней стальной отливки. Кроме того, 
изучены и предложены новые морфологические струк-
туры ОФ, выдерживающие термические напряжения 
охлаждающихся в них отливок. 

Проведено множество теоретических и эксперимен-
тальных исследований по установлению особенностей 
напряженно-деформированного состояния (НДС) кера-
мической оболочковой формы и получаемых отливок 
в литье по выплавляемым моделям (ЛВМ) по влия-
нию на НДС материалов выплавляемых моделей [6; 7], 
формы и геометрии КОФ [8; 9], толщины стенки 
формы [10; 11], материала формы [12; 13], геометрии 
отливок [14 ‒ 16], методов испытаний формы на проч-
ность и пр. [17; 18].

Математическое моделирование таких процес-
сов также представлено в других работах (в част-
ности, методы моделирования [19], методы иссле-
дований [20 ‒ 22], исследования с использованием 
численного моделирования [23 ‒ 25], специальных 
математических моделей [26 ‒ 28] и программных 
средств [29; 30]).

Как показали дальнейшие теоретические исследова-
ния, на стойкость ОФ большое влияние оказывает их 
форма, органически связанная с геометрией формирую-
щейся в ней отливки.

Однако работ, в которых рассматриваются процессы 
моделирования трещиностойкости КОФ в зависи мости 
от количественных и качественных показателей ее 
НДС при формировании в ней стальной отливки в виде 
сферы (шара), практически нет. Именно этому про-
цессу посвящена настоящая работа.

Приведено теоретическое исследование получения 
стальной отливки в ОФ в виде шара. В технике наблю-
дается огромное многообразие номенклатуры деталей, 
изготавливаемых в виде шаровой и сферической форм. 
К ним относятся, в первую очередь, шаровые опоры, 
которые являются основными узлами в машинострое-
нии и робототехнике. 

Первые теоретические результаты рассматривае мого 
технологического процесса опубликованы в работе [31], 
где наглядно показано, что НДС в ОФ коренным обра-
зом отличается от НДС в цилиндрической ОФ при полу-
чении стальной отливки. Однако в работе [31] не рас-
смотрена математическая модель процесса.

В настоящей работе показано, что качественные 
заготовки под шаровые опоры можно получать с помо-
щью литья, что намного дешевле, чем обработкой 
металлов давлением.

 Инженерная постановка задачи

Жидкая сталь разливается в сферическую форму, 
в которой кристаллизуется путем отвода тепла от сте-
нок ОФ через ОН (рис. 1, а). Сферическая ОФ может 
быть монолитной или состоять из ряда слоев [1]. При 
этом каждый слой ОФ может иметь свои физико-меха-
нические характеристики. При охлаждении стали 
в ОФ, вследствие большого температурного градиента, 
в стенке возникают температурные напряжения, кото-
рые при определенных внешних воздействиях могут 
привести к ее разрушению, а значит, и к браку получа-
емой стальной отливки. Таким образом, задачей насто-
ящего теоретического исследования является определе-
ние внешних факторов, при которых сферическая ОФ 
не будет разрушаться от возникающих в ней темпера-
турных напряжений. 

were used according to which the investigated zone is partitioned into elements by a system of orthogonal surfaces. For each element, a formu-
lated system of equations is written in difference form, taking into account axial symmetry through the values   of stresses and displacements along 
the element edges and the lengths of the ribs’ arcs that limit its volume. The heat conduction equation is written in difference form for construction 
of a heat balance for an arbitrary orthogonal element, including both average temperature of the element and temperatures of the elements surrounding 
its volume. The authors found the solution of the difference analogue of heat equation by the “sweep” method according to the compiled iterative 
scheme. A diffe rence analogue of the formulated system of differential equations of the linear theory of elasticity has the form of an algebraic system 
of equations. The algorithm for convolution of this system allows one to significantly reduce its rank. A general numerical scheme and algorithm for 
solving the problem are presented. The result of the solution is the magnitude of stresses, displacements on average along the edges of each element 
and average temperature in the element. 
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 Математическая постановка задачи

Рассматривается осесимметричное тело вращения. 
Деформируемый материал считается изотропным. Дви-
жение принимали медленным.

Имеем четырехкомпонентную систему (рис. 1, б). 
Деформируемой средой является затвердевший металл 
(область II) и форма (область III) – изотропные мате-
риалы. Процесс нестационарный. Используя теорию 
упругости и Эйлерову систему координат, запишем для 
каждой из областей систему уравнений:

‒ для области I:

    (1)

‒ для областей II, III:

      (2)

здесь σij – компоненты тензора напряжений; σ – гидро-
статическое напряжение; εij – компоненты тензора упру-
гих деформаций; h – высота столба жидкого металла;  
 

 ‒ коэффициент объемного сжатия; μ ‒ коэф- 
 

фициент Пуаcсона; E – модуль Юнга; Gp – модуль сдвига 
в среде области p (II, III); αp – коэффициент линейного 
расширения; a1 – коэффициент температуропровод  ности 
в области I; τ – время; θ – температура; Cp – удельная 
теплоемкость в области p; γ – плотность;  – начальная 
температура в области p; λ = λ(θ) – теплопроводность;  
 

 используется суммирование по  
 
повторяющимся индексам.

В соответствии с осевой симметрией рассмотрим 
меридианное сечение (рис. 1, б).

При условии θм ≤ θк (θм и θк – температуры металла 
и кристаллизации) в процессе охлаждения жидкого 
металла его температура определяется толщиной 
затвердевшего слоя Δi из решения уравнения межфазо-
вого перехода [5].

Начальные условия задачи:
Δ|τ = 0 = 0 – отсутствие твердой фазы металла;

|τ = 0 = 0 =  – температура разливаемого жидкого 
металла;

|τ = 0 = θ* – начальная температура формы. 
Граничные условия задачи (рис. 1, б): 
‒ на оси симметрии: U2 = 0; σ21 = 0; qn = 0;
‒ на поверхностях S1 , S3 , S4

Рис. 1. Общая (а) и расчетная (б) схемы шарообразной ОФ, 
заформованной в опорный наполнитель и залитой 

жидким металлом с учетом осевой симметрии:
ЖМ – жидкий металл (область I); ТМ ‒ твердый металл 

(область II); ОФ – оболочковая форма (область III); 
ОН – опорный наполнитель (область IV); S1 – внутренняя поверх-

ность контакта жидкого и затвердевшего металла; 
S2 – внутренняя поверхность контакта затвердевшего металла и 

оболочковой формы; S3 – внешняя поверхность оболочковой фор-
мы; S4 – свободная поверхность торца литниковой чаши ОФ; 

R – радиус шарообразной отливки; S – толщина оболочковой фор-
мы; Sт – толщина корочки затвердевшего металла; α ‒ угол наклона 

литниковой воронки; φ – угол охвата поверхности оболочковой 
формы опорным наполнителем

Fig. 1. General (a) and calculation (б) diagrams of a spherical shell 
mold (SM) molded in support filler and poured with liquid metal 

in accordance with the axial symmetry:
ЖМ – liquid metal (area I); ТМ ‒ solid metal (area II); ОФ – shell mold 

(area III); ОН – support filler (area IV); S1 – inner contact surface of 
liquid and solidified metal; S2 – inner contact surface of solidified metal 

and shell mold; S3 – outer surface of the shell mold; 
S4 – free surface of the end face of casting cup; R – radius of the 

spherical casting; S ‒ thickness of shell mold; Sт – thickness of solidified 
metal crust; α ‒ slope angle of casting cup; φ ‒ angle of enclosing 

surface of shell mold with a support filler
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        (3)

здесь Uck – скольжение материала формы относительно 
песка; U * – нормирующее перемещение; ψ – пара-
метр, характеризующий условия трения между формой 
и опорным наполнителем.

Для решения системы (2) использовался численный 
метод [32]. Согласно этому методу область деформиро-
вания разбивается на конечное число ортогональных 
криволинейных элементов (рис. 2, а).

При осевой симметрии имеем σ31 = σ32 = 0; σ13 = 
= σ23 = 0; U3 = 0.

В соответствии с работой [32], уравнения (2) и зна-
чения εii с учетом осевой симметрии запишутся:

    (4)

               (5)

       (6)

   (7)

здесь  (i = 1, 2);   
 

Принятая символика описана в работах [1; 7].
Уравнения (4) – (7) записаны с учетом того, что  

 

 i = 1, 2, 3; для тел вращения имеет  
 

место ΔS31 = 0; ΔS32 = 0;  U3 = 0;  
 

на поверхности x1x3 :  на поверхности x2x3 : 
 сдвиговые значения εij (i ≠ j) запишутся для 

узла (0) (рис. 2, г) в виде

           (8)

где   
 

   ‒ среднее от значения Ui по граням элемента. 

В работе [32] доказано, что разностный аналог 
системы (4) – (6) с учетом уравнения (7) при наличии 
начальных и граничных условий является определи-
мым. Размерность системы (4) – (6) значительно сокра-
щается при осуществлении следующих операций.

1. Разности (σij – σjj) в уравнениях (4) выражаются 
через формулу (5).

2. Уравнение сохранения массы переписывается 
в рекуррентной форме с учетом выражений (7) в виде 

 =  + [A]; здесь [A] – оператор, не содержащий  ; 
направление обхода области по x1 (→), по x2 (↑).

3. Определяются сдвиговые выражения εij (i ≠ j) по 
внутренним узлам сетки в соответствии с формулами 
(8); i = 1, j = 2.

4. Определяются значения σij (i ≠ j) по внутренним 
узлам сетки из уравнений состояния 

5. Определяются величины σij по внешним узлам 
сетки из граничных условий, а на контактных поверх-
ностях – из закона трения.

6. Определяются σij по граням элементов как сред-
ние от значений σij в узлах граней.

7. Первое уравнение (4) переписывается в рекур-
рентном виде  =  + [Б]; здесь [Б] – оператор, не 
содержащий  ; направление обхода области по x1 (←), 
по x2 (↓).

8. Из системы уравнений (второе уравнение в сис-
теме (4) и уравнение σ22 – σ11 = 2λ(ε11 – ε22)) опреде-  
 

ляются значения  и  для элемента, составляются  
 

уравнения вида  для внутрен-
них граней (где J – индекс элемента по координате x2 ).

Таким образом, если считать независимыми пере- 
 

менными  то по последова- 
 

тельности (1) ‒ (7) можно определить зависимые пере-
менные через X (  ‒ конечное значение координаты x 
по криволинейной области).

Эквивалентная система уравнений имеет вид

   (9)

здесь  – известные из граничных условий перемеще-
ния U1 на границе области (x1 = );  – известные из 
граничных условий напряжения σ11 на границе области 
(x1 = 0). 

Уравнений F1 = 0 столько, сколько неизвестных 
 а уравнений F2 = 0 столько, сколько неизвест- 

 

ных U1|x1
 = 0.

Коэффициенты и свободные члены новой эквива-
лентной системы уравнений (9) можно найти с помо-
щью следующей процедуры.

Пусть эквивалентная система уравнений имеет вид

           (10)
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Если считать, что все неизвестные равны нулю (xi = 0, 
i = 1, ..., n), то по вышеприведенной последователь-
ности (1) ‒ (7) и расчете  по формулам (9) найдем сво-
бодные члены новой системы (10):

Далее находим коэффициенты aij . Для этого считаем 
xk = 1, xi = 0 (i ≠ k; i = 1, ..., n). По указанной выше после-
довательности находим значение  и aik по следую щей 
формуле:

Таким образом, определяется вся матрица aik новой 
эквивалентной системы, которая решается по стандарт-
ной программе. Размерность эквивалентной системы 
сокращается примерно в 10 раз по сравнению с исход-
ной.

Для решения уравнения теплопроводности исполь-
зуется численный метод [1; 32]. В соответствии с рас-
сматриваемым методом для каждого внутреннего k-го 
элемента (рис. 2, а) записывается из теплового баланса 
система теплопроводности в разностном виде с учетом 

осевой симметрии и строится итерационная процедура, 
которая с учетом того, что тепловой поток по x3 равен 
нулю, представляется итерационной формулой:

    (11)

здесь  – средняя температура в k-ом элементе в начале 
временного шага Δτ; λk , θk , Ck , γk – средние теплопро-

Рис. 2. Область деформирования: 
а – схема разбивки на элементы; б – распределение напряжений; в, г – распределение перемещений по граням элемента

Fig. 2. Deformation zone: 
a ‒ scheme of breakdown into elements; б – distribution of stresses; в, г – distribution of displacements along the element edges
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водность, температура, теплоемкость и плотность 
в k-ом элементе в конце временного шага Δτ;   
и  , (i = 1, 2) – теплопроводность и температура в 
элементе, следующим за элементом k по координате xi 
в отрицательном и положительном направлениях xi ; 

   (i ≠ j; i, j = 1, 2) и  –  
 

длина дуги  элемента, следующим за элементом k 
в положительном и отрицательном направлениях по 
координате xj .

В работе [32] доказывается сходимость итерацион-
ной процедуры (11).

 Алгоритм решения задачи

1. Время охлаждения τ* разбивается на конечное 
число шагов:  здесь n – номер временного 
шага.

2. Исследуемая область разбивается на конечное 
число ортогональных элементов.

3. Задаются начальные и граничные условия по 
элементам, образующих рассматриваемую область, и 
конс танты физико-механических свойств материалов.

4. Вычисляются длины дуг элементов  (i, k = 1, 2; 
i ≠ k; j = 1, 2). 

5. Определяется поле температур на временном 
шаге Δτn численным решением уравнения теплопро вод-
ности с использованием итерационной формулы (11) 
при наличии начальных и граничных условий на 
рассмат риваемом временном шаге.

6. Если температура в области I у поверхности S2 
θ|S2

 ≤ θk , то вычисляется толщина Δn закристаллизовав-
шейся корочки [5]. Если θ|S2

 > θk , то выполняется сле-
дую щая операция.

7. Решается система уравнений (2) с учетом разност-
ных аналогов (4) – (7) и разработанной методики [1; 32], 
описанной выше. Определяются поля напряжений σij 
и перемещений Ui (i, j = 1, 2). 

8. Проводится шаг по времени; если  то  
 

выполняется операция 4; если  – процесс 
вычисления закончен.

При решении температурной задачи использовали 
граничные условия первого рода (3). Для определения 
θм(τ) и θ*(τ) воспользуемся экспериментальными дан-
ными работы [1]. Аппроксимируя эти величины, полу-
чим следующее:

здесь τ – время охлаждения, с.
Время τ не превышает 60 с, так как при τ ≥ 60 с 

напряжения в ОФ падают и не представляют опасности 
ее разрушения.

Разработана математическая модель по определе-
нию НДС и температуры в ОФ при охлаждении в ней 
сферической отливки, с использованием которой про-
ведено численное решение задачи по моделированию 
трещиностойкости сферической ОФ.

 Выводы

Предпринята первая теоретическая попытка по фор-
мулированию и решению задачи определения внешних 
факторов, при которых сферическая оболочковая форма 
не будет разрушаться от возникающих в ней темпера-
турных напряжений. 

На основе основополагающих уравнений теории 
упругости и численных методов разработаны числен-
ная схема и алгоритм решения задачи. 

Предложенная методика моделирования стойкости 
сферической оболочки к трещинообразованию может 
быть рекомендована для моделирования на других 
функциональных оболочках.
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