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Аннотация. На напряженное состояние (НС) многослойных оболочковых форм (ОФ) большое влияние оказывают ее морфологическое 
строение, его варианты и связи между контактирующими слоями. Целью настоящей работы является установление влияния скольжения 
без трения слоев относительно соседнего контактирующего слоя на НС многослойной оболочковой формы. Моделируется процесс 
определения напряженно-деформированного состояния (НДС) в оболочковой форме при заливке ее сталью, в которой имеется поверхность 
между слоями. В ней осуществляется полное скольжение одного слоя ОФ относительно примыкающего к нему соседнего слоя. Ставится 
задача найти геометрическое местоположение рассматриваемой поверхности по толщине ОФ из условия сформулированной целевой 
функции с соответствующей системой ограничений. Построение математической модели основывается на уравнениях линейной теории 
упругости, теплопроводности, решение которых осуществляется апробированным численным методом. В осесимметричной постановке 
рассматривается сложная трехкомпонентная система: жидкий металл, твердый металл, керамическая оболочковая форма. Твердый металл 
и оболочковая форма считаются изотропными. Трещиностойкость оболочковой формы оценивается по возникающим в ней напряжениям. 
На контакте с опорным наполнителем (ОН) возможен его отход от поверхности ОФ в процессе охлаждения жидкого металла. В этом 
случае решается контактная задача (переназначение граничных условий). Составлен алгоритм решения задачи. Результаты численного 
моделирования отображены графически в виде эпюр. Проведен подробный анализ полученных результатов. Показана несостоятельность 
изготовления такой многослойной формы. Результаты исследований могут быть полезны при расчетах других функциональных 
многослойных оболочковых систем. 

Ключевые слова: литье по выплавляемым моделям, оболочковая форма, напряженное состояние, моделирование, трещинообразование, 
контактирующие слои
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Abstract. The stress state (SS) of multilayer shell mould (SM) is significantly influenced by its morphological structure, its variants, and the connections 
between the contacting layers. The purpose of this work is to establish the effect of sliding without friction of one of the layers of SS relative to the 
neighboring contacting layer on SS of the multilayer SM. The process of determining the stress-strain state (SSS) in the SM is modeled when it is 
filled with steel, in which there is a surface between the layers, where one layer of the SM is completely sliding relative to the adjacent neighboring 
layer. The task is to find the geometric location of a given surface by thickness of SM from the condition of the formulated objective function with the 
corresponding system of constraints. The construction of the mathematical model is based on equations of the linear theory of elasticity, the equations 
of thermal conductivity, solution of which is carried out by a proven numerical method. In the axisymmetric formulation, a complex three-component 
system is considered: liquid metal, solid metal, ceramic SM. Solid metal and SM are considered to be isotropic. Crack resistance of the SM is estimated 
by the stresses arising in it. On contact with the support filler (SF), it is possible to move the SM surface from the SF during the liquid metal cooling. 
In this case, the contact problem is solved – reassignment of the boundary conditions. An algorithm for solving the problem is compiled. The results 
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 Введение

В работах  [1 – 3] детально исследовали оболочко-
вую форму (ОФ), состоящую из нескольких слоев, по-
граничные поверхности которых могут скользить друг 
относительно друга при ее заливке жидким металлом. 
Проведенный теоретический анализ показал, что от-
сутствие трения между слоями ведет к ее разрушению, 
а наличие небольшого трения положительно влияет на 
ее трещиностойкость. При этом очень сложно выпол-
нить многослойную ОФ с заданным трением между 
слоями.

В настоящей работе, по аналогии с работой [4], при-
водится теоретическое исследование стойкости обо-
лочковой формы при ее заливке сталью, когда какой-то 
из слоев скользит без трения относительно соседнего 
слоя. Имеется положительный эффект (увеличение 
стойкости ОФ к разрушению), если внутри ОФ есть 
поверхность, по которой трение, препятствующее пе-
ремещению одной части формы относительно другой, 
равно нулю.

Проведены теоретические и экспериментальные 
исследования напряженно-деформированного состоя-
ния оболочечных конструкций с различными структу-
рами  [5 – 10] и из разных функциональных материа
лов  [9 – 13], условий нагружения  [8, 14 – 18] и форм 
оболочек [19 – 22]. 

В работе [3] предложена технология изготовления 
многослойной оболочковой формы со слоистой струк-
турой, в которой внутренние слои могут скользить 
друг относительно друга без трения. Другой подход – 
скольжение слоев друг относительно друга с нали
чием трения.

Постановка задачи будет соответствовать постанов-
ке, представленной в работе  [1]. Именно этот вопрос 
рассматривается в настоящей работе.

 Математическая постановка задачи

Рассматривается осесимметричное тело вращения 
(рис. 1, а, где I – жидкий металл; II – затвердевший ме-
талл; III – многослойная оболочковая форма; T – тол-
щина оболочковой формы; H – высота цилиндрической 
части стояка; R1 – радиус сферической части стояка; 
P1 – гидростатическое давление жидкого металла), 
внутри которого имеется поверхность x1 =   , где каса- 
 

тельные напряжения  Требуется найти место- 
 

положение рассматриваемой поверхности, то есть ко-

ординату  , при которой нормальные растягивающие 
напряжения, возникающие при заливке стали ОФ, были 
бы минимальными. Как показано в работах [1, 2], таки-
ми напряжениями являются σ22 . 

Целевая функция F будет иметь следующий вид: 

	          	 (1)

где Q – исследуемая область; τ – время охлаждения; Т – 
толщина ОФ.

Целевая функция (1) связана непосредственно с ре-
шением уравнений теории упругости и теплопровод
ности по области Q при наличии начальных и гранич-
ных условий.

Рассмотрим осесимметричное тело вращения. На 
рис. 1, а представлена расчетная схема в меридиаль-
ном сечении с учетом осевой симметрии, трехкомпо-
нентная система (рис. 1, б). Деформируемый материал 
(затвердевший металл, форма) считается изотропным. 
Используя теорию малых упругопластических дефор-
маций, уравнение теплопроводности и эйлерову сис-
тему координат, запишем для каждой области систему 
уравнений:

– для области I:

	                	 (2)

– для областей II, III: 

        (3)

где σij – компоненты тензора напряжений; Ui – переме-
щения; εij – компоненты тензора упругих деформаций; 
σ  – гидростатическое напряжение;  – модуль сдви-
га закристаллизовавшегося металла (p = 2) и оболоч-
ковой формы в слое t (p = 3); δij – символ Кронекера; 
kP – коэффициент объемного сжатия; αp – коэффициент 
линейного расширения в области р = 2, 3;  – темпе-
ратуропроводность в области р = 1, 2, 3; γ – плотность 

of numerical modeling are displayed graphically in the form of plots. A detailed analysis of the obtained results was carried out. The inconsistency 
of manufacturing such a multilayer mould is shown. The results of the research can be useful in calculations of other functional multilayer shell systems. 
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разливаемого металла; θn – текущая температура;  – 
начальная температура в области p. 

В системе уравнений (3) используется суммирова-
ние по повторяющимся индексам.

Примем, что внутренняя поверхность x1 =   не влия-
ет на тепловое поле внутри ОФ. В процессе охлаждения 
металл кристаллизуется. Величина закристаллизовав-
шейся корочки Δn на временном шаге Δτn определяется 
из уравнения межфазового перехода [4]:

	              	 (4)

здесь Δθ1 – перепад температур в твердой фазе вбли-
зи фронта кристаллизации; L – скрытая теплота плав-
ления; ρ – плотность; λ1 – коэффициент теплопровод
ности в твердой фазе.

Начальные условия задачи:  – отсутствие  
 

твердой фазы металла (D – толщина затвердевшего ме- 
 

талла);  – температура разливаемого жидкого  
 

металла; 

Граничные условия задачи (рис. 1, а): 
– на оси симметрии U2 = 0; σ21 = 0; qn = 0;
– на поверхности Si  (i = 2 ÷ 4)

      (5)

– на границе поверхности x1 =   

где ψ* – коэффициент трения на поверхности контакта 
между ОФ и ОН; Uск – скольжение ОФ относительно 
опорного наполнителя (ОН) вдоль координаты x2 ; U * – 
нормирующая величина.

При этом решается контактная задача: на поверх
ности S3 (рис. 1, а) примем условие

	           	 (6)

где k – номер грани элемента на контактной поверх
ности.

Решение уравнений (2), (3) при начальных и гра-
ничных условиях осуществлялось численным мето-
дом [23], по численным схемам и программам [24].

Процесс оптимизации целевой функции (1) осу-
ществляется по следующему алгоритму.

Рис. 1. Расчетная схема системы жидкий металл (ЖМ) – твердый 
металл (ТМ) – оболочковая форма (ОФ) – опорный наполни-

тель (ОН) с указанием поверхностей к граничным условиям задачи: 
а – меридианное сечение; б – схема моделирования областей 

системы ЖМ – ТМ – ОФ – ОН; S1 – поверхность контакта жидкого 
и затвердевшего металла; S2 – внутренняя поверхность контак-
та затвердевшего металла и оболочковой формы; S3 – внешняя 
поверхность оболочковой формы; S4 – свободная поверхность 

торца литниковой чаши оболочковой формы; I – I – ось симметрии; 
1 – 3 – оси координат; Т – толщина оболочковой формы; Н – высота 
цилиндрической части стояка оболочковой формы; R1 – радиус сфе-
рической части стояка (зумпфа); r – расстояние от оси симметрии 

до внешней поверхности ОФ

Fig. 1. Design scheme of the system liquid metal (LM) – solid 
metal – shell mold (SM) – support filler (SF) indicating the surfaces 

to the problem boundary conditions: 
a – meridian cross-section; б – modeling scheme of the areas of the 

LM – SM – solid metal – SF system; S1 – contact surface of liquid and 
solidified metal; S2 – inner surface of the contact of the solidified metal 
and SM; S3 – SM outer surface; S4 – free surface of the end face of SM 

gating bowl; I – I – axis of symmetry; 1 – 3 – coordinate axes; 
T – SM thickness; H – height of cylindrical part of the shell-shaped 

riser; R1 – radius of spherical part of the riser (well); r – distance from 
the axis of symmetry to SM outer surface
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 Алгоритм решения задачи

1. Исследуемая область разбивается ортогональны-
ми семействами поверхностей на конечное число орто-
гональных элементов.

2. Вычисляются длины дуг элементов в соответст-
вии с методикой, описанной в работе [23]. 

3. Время охлаждения ОФ τ* разбивается на конечное 
число шагов 

4. Задается число n* возможных вариантов нахожде- 
 

ния поверхности  в толщине ОФ (k = 1). Это  
 

число коррелируется с разбивкой ОФ на элементы по 
толщине T. 

5. Задаются начальные условия задачи и граничные 
условия по элементам, образующим рассматриваемую 
область.

6. Определяется поле температур на временном шаге 
Δτn численным решением уравнения теплопроводности 
по методике и алгоритму [23] при наличии начальных 
и граничных условий на рассматриваемом временном 
шаге.

7. Если температуры в области I (рис. 1, а) у поверх-
ности S2  (где θk – температура кристаллизации  
 

стали), то вычисляется толщина закристаллизовавшей-
ся корочки Δn по формуле (4).

8. При найденном поле температур численно реша-
ется система уравнений (2), (3) с учетом разностных 

аналогов и методики [3], а также начальных и гранич-
ных условий (5).

9. Определяется поле напряжений σij (ij = 1, 2, 3) 
и перемещений Ui (i = 1, 2) в соответствии с указанны-
ми выше методами. Отыскивается и запоминается мак-
симальное напряжение σ22 (max  σ22 =   ).

10. Проводится оценка выполнения условий (6): 
если условия (6) по поверхности S3 не выполняются, то 
следует переназначение граничных условий и выполня-
ется переход к пункту 9; если нет изменений граничных 
условий – следует операция 11.

11. Проводится шаг по времени и выполняется  
 

операция 6, если  , или операция 12, если  
 

12. Принимается k = k + 1. Если k ≤ n* – выполняет-
ся операция 6, если k > n* – операция 13.

13. Выбирается решение с параметром k = k1 ,   

 соответствующее наименьшему значе- 
 

нию целевой функции (1).

 Решение задачи

Геометрические параметры: T = 10 мм; H = 40 мм; 
R1 = 20 мм. Временные интервалы Δτn , с: 0,01; 0,02; 
0,03; 0,04; 0,05; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 2; 5; 10; 8; 3; 3; 5; 
10; 15; 20.

Рис. 2. Изменение температуры (а) и поля напряжений σ22 (б, в) при nk = 2, τ = 18,3 c

Fig. 2. Change in temperature (a) and voltage field σ22 (б, в) at nk = 2, τ = 18,3 s
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Рис. 3. Изменение температуры (а) и поля напряжений σ22 (б, в) при nk = 4, τ = 18,3 c

Fig. 3. Change in temperature (a) and voltage field σ22 (б, в) at nk = 4, τ = 18,3 s

Разбиение области: N1N2 = 10·30;  = 5.
Приняты следующие физические параметры разли-

ваемой стали при θ ≥ 1000 °C (θм = 1500 °C):

G = 1000 кг/мм2; α = 12·10–6 град–1;

λ = 0,0298 Вт/(мм·°С); 

L = 270·103 Дж/кг (скрытая теплота плавления);  (7)

С = 444 Дж/(кг·°С); γ = 7,8·10–6 кг/мм3; 

 θk = 1450 °С.

Физические свойства формы:

G = 2960 кг/мм2; α = 0,51·10–6 град–1;

λ = 0,000812 Вт/(мм·°С); С = 840 Дж/(кг·°С);   (8)

 γ = 2,0·10–6 кг/мм3.

Решение целевой функции

F = 23,2 МПа; nk = 1 (поверхность С); 

		              τ = 18,3 с.	  (9)

Эпюры σ22 по найденному решению (9) приведены 
на рис. 2, в. Для более глубокого осмысления харак-

Рис. 4. Распределение температуры (а) и эпюры напряжений σ22 (б) 
в ОФ и жидком металле через 18 с после заливки металла

Fig. 4. Temperature distribution (a) and stress diagrams σ22 (б) 
in SM and liquid metal 18 s after metal pouring
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