
Izvestiya. Ferrous Metallurgy. 2022, vol. 65, no. 2, pp. 137–144.
Odinokov V.I., Evstigneev A.I., Dmitriev E.A., Chernyshova D.V., Evstigneeva A.A. Influence of internal factor on crack resistance of shell mold ...

137

		  Оригинальная статья
		  УДК 621.74.045
			   DOI 10.17073/0368-0797-2022-2-137-144

Аннотация. Смоделирован процесс эволюции напряженно-деформированного состояния (НДС) многослойной оболочковой формы (ОФ) 
при изменении свойств между слоями в процессе охлаждения в ней залитой стальной отливки. Построена математическая модель 
и  проведено теоретическое исследование напряженного состояния ОФ при отсутствии в ней связи между слоями в многослойном 
композите. Рассмотрена сложная трехкомпонентная система (жидкий металл, твердый металл, керамическая оболочковая форма). 
Твердый металл и ОФ считаются изотропными. Для решения поставленной задачи применялись теория малых упругопластических 
деформаций и уравнения теплопроводности, а также апробированные численные методы. Эволюция НДС в оболочковых формах 
прослеживается по временным шагам. Толщина затвердевающего металла определяется из уравнения межфазового перехода. Рассмотрен 
процесс нагрева осесимметричной ОФ при заливке в нее жидкого металла. Напряженное состояние оценивалось по возникающим в  ОФ 
напряжениям и перемещениям. В процессе охлаждения жидкого металла на контакте оболочковой формы с опорным наполнителем  (ОН) 
возможен отход поверхности между ними. В этом случае решается контактная задача. С учетом составленного алгоритма решения задачи 
с использованием разработанных численных схем и программных комплексов выполнены расчеты для случая полного скольжения 
слоев. Полученные результаты численных расчетов представлены в виде эпюр и графиков. Приведен подробный анализ полученных 
результатов. Показана несостоятельность ранее высказанной идеи о применимости скольжения между слоями в многослойном композите 
с позиции снижения его напряженного состояния. Результаты исследований могут быть полезны при расчетах других функциональных 
многослойных оболочечных систем. 
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Abstract. The process of evolution of the stress-strain state (SSS) of a multilayer shell mold (SM) is modeled at properties change between layers during 
cooling of poured steel casting. A mathematical model was constructed and a theoretical study of the stress state of the SM was carried out in absence 
of connection between the layers in a multilayer composite. The article describes a complex three-component system: liquid metal, solid metal, and 
ceramic SM. Solid metal and SM are considered to be isotropic. To solve this problem, the authors used the theory of small elastic-plastic deformations 
and equations of thermal conductivity, as well as proven numerical methods. Evolution of SSS in SM was traced by time steps. Thickness of the 
solidifying metal was determined through the equation of interphase transition. The article considers the process of heating an axisymmetric SM 
when pouring liquid metal into it. Stress state was estimated by stresses and displacements that occur in SM. At SM contact with support filler (SF), 
SM  surface move away from the SF is possible during cooling of liquid metal. In this case, contact problem is solved. Taking into account the compiled 
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 Введение

Главным недостатком технологии литья по выплав-
ляемым моделям является высокий процент брака обо-
лочковой формы (ОФ), связанный с частичным или 
полным их разрушением в процессах формообразова-
ния и применения литейной формы.

Исследованию физических и морфологических 
свойств ОФ посвящены работы  [1,  2]. Они легли 
в  основу разработанных новых видов структур ОФ, по 
которым получены патенты РФ. 

В настоящей работе строится математическая мо-
дель и проводится теоретическое исследование ранее 
высказанной идеи, отчасти реализованной в работе  [3]. 
Предлагается многослойную оболочковую форму из-
готавливать таким образом, чтобы слои ОФ скользили 
друг относительно друга. Растягивающие нормальные 
напряжения появляются в наружном слое ОФ при за-
ливке металла, так как слои формы близкие к распла-
ву металла, нагреваясь, стараются расшириться, но им 
мешают периферийные более холодные слои ОФ. От-
сюда в слоях с высокой температурой наблюдали сжи-
мающие нормальные напряжения, а в слоях с меньшей 
температурой – растягивающие [1, 4]. 

Зарубежных публикаций по НДС оболочковых 
форм обнаружено незначительное количество, хотя 
проведено множество теоретических и эксперимен-
тальных исследований НДС оболочечных конструк-
ций с различными структурами  [5  –  10], из различных 
функциональных материалов  [9  –  13], условий нагру-
жения  [8,  14  –  18] и формы оболочек  [19  –  23]. Однако 
математическому описанию этого сложного процесса 
посвящено мало работ.

 Постановка задачи

Рассматривается осесимметричное тело вращения 
(рис.  1,  а). Деформируемый материал – форма и затвер-
девший металл считаются изотропными. Оболочковая 
форма представляет собой многослойный композит 
толщиной T. В этом случае имеем трехкомпонент-
ную систему (рис.  1): область  I – жидкий металл; об-
ласть  II  – затвердевший металл; область  III – много-
слойная форма.

Используя линейную теорию упругости, эйлеро-
ву систему координат и уравнение теплопроводности, 

можно записать для каждой из областей систему урав-
нений:

– для области I:

       (1)

– для областей II, III: 

       (2)

где σij – компоненты тензора напряжений; Ui – переме-
щения; εij – компоненты тензора упругих деформаций; 
σ  – гидростатическое напряжение;  – модуль сдвига 
закристаллизовавшегося металла (p  =  2) и оболочковой 
формы в слое t (p  =  3); δij – символ Кронекера;   – коэф-
фициент объемного сжатия (p  =  2,  3);  – коэффициент 
линейного расширения в области III в слое t; γ  – плот-
ность разливаемого металла;  – коэффициент тем-
пературопроводности в области р  =  1,  2;   – коэффи-
циент температуропроводности в области  III в  слое  t; 
θn  – текущая температура;  – начальная температура 
в области p. 

В системе (2) используется суммирование по повто-
ряющимся индексам.

В процессе охлаждения жидкого металла при усло-
вии, что температура металла θм  ≤  θк (θк  – температура 
кристаллизации) определяется толщина затвердевшего 
слоя из решения уравнения межфазового перехода:

	              ,	 (2)

где θ1 и θ2 – температура в твердой и жидкой фазах; 
λ1  и  λ2 – коэффициент теплопроводности твердой 
и  жидкой фаз; Δ – толщина корочки; L – скрытая тепло-
та плавления; ρ – плотность твердой фазы; n* – нормаль 
к  границе двух фаз. 

Время процесса кристаллизации τ* разбивается на 
малые шаги Δτn (n – номер временного шага). На каж­
дом временном шаге Δτn вычисляется толщина твердой  
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фазы Δn  При этом предполагается, что тем- 
 
пература в твердой фазе по толщине Δn изменяется по 
линейному закону и градиент температуры в жидкой 
фазе равен нулю. С учетом этого решения уравнение  (3) 
дает следующую зависимость для определения толщи-
ны Δn закристаллизовавшейся корочки на временном 
шаге Δτn :

	              	 (4)

здесь Δθ1 – перепад температур в твердой фазе вблизи 
фронта кристаллизации.

С учетом осевой симметрии имеем следующее: σ31 =  
= σ32 = 0; ε13 = ε23 = 0; U3 = 0 (рис. 1). Начальные условия 
задачи: Δ|τ  =  0  =  0 – отсутствие твердой фазы металла 
(Δ  – толщина затвердевшего металла); θI |τ  =  0  =  θ0 – тем- 
 

пература разливаемого жидкого металла;  |τ  =  0  =  θ*  – 
начальная температура формы.

Граничные условия задачи (рис.  1,  а): 
– на оси симметрии U2 = 0; σ21 = 0; qn = 0; 
– на поверхностях S1 , S2 , S3 

	      	 (5)

На границе двух слоев при x1 =  (рис.  2) имеем 

	          ,	 (6)

где Uск = U|a2
 – U|a1

 – скольжение слоя а2 относительно 
слоя а1 вдоль координаты х2 ; U * – нормирующая вели-
чина U; ψ – коэффициент трения на границе слоя t.

Температуры в жидком металле по оси симметрии 
и  на наружной поверхности ОФ по экспериментальным 
данным аппроксимированы следующими аналитичес­
кими зависимостями [1]:

Рис. 1. Расчетная схема оболочковой формы, заформованной 
в опорный наполнитель и залитая жидким металлом со схемами 

поверхностей к граничным условиям задачи: 
а – сечение вертикальной плоскости; б – схема моделирования 

областей системы; I – жидкий металл; II – затвердевший металл; 
III – многослойная оболочковая форма; T – толщина оболочковой 

формы; H – высота цилиндрической части стояка; R1 – радиус 
сферической части стояка; P1 – гидростатическое давление жидкого 

металла; ЖМ – жидкий металл; ОФ – оболочковая форма; 
ОН – опорный наполнитель

Fig. 1. Design scheme of the shell mold, molded in the base filler and 
filled with liquid metal with schemes of the surfaces for boundary 

conditions of the task:
a – cross section of vertical plane; б – scheme of simulation of the 

system zones; I – liquid metal; II – hardened metal; 
III – layered shell shape; T – thickness of the shell mold; H – height of 

the riser cylindrical part; R1 – radius of the riser spherical part; 
P1 – hydrostatic pressure of liquid metal; 

ЖМ – liquid metal; ОФ – shell mold; OH – support filler

Рис. 2. Схема взаимодействия контактирующих слоев

Fig. 2. Scheme of contacting layers interaction
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Рассмотрим полное скольжение слоев ψt = 0 и P1  =  0.
Решение задачи осуществлялось численным мето-

дом [24], разработанными численными схемами с уче-
том программного комплекса [25], использованных так-
же в работах [1, 4].

 Анализ результатов

Исследовали оболочковую форму, состоящую из 
10  слоев, со следующими геометрическими параметра-
ми: T = 5 мм; H = 50 мм; R1 = 20 мм; имеющую свойства:

G = 2960 кг/мм2; α = 0,51·10–6 град–1; 

λ = 0,000812 Вт/(мм·°С); С = 840 Дж/(кг·°С);    (7)

γ = 2,0·10–6 кг/мм3. 

Следует отметить, что свойства (7) являются тради-
ционными при изготовлении ОФ. На рис.  3 приведены 

поля напряжений σ22 , σ11 (рис.  3,  б) и поля перемещений 
U1 , U2 (рис.  3,  в) в области ОФ при времени охлаждения 
t  =  18,6  с. На рис.  3,  а показана зависимость распреде-
ления температуры на оси симметрии (х2  =  0). В  других 
сечениях оболочковой формы график распределения 
температуры практически такой же (в количественной 
величине отклонение 10  –  15  °C). То есть рассматрива-
ется случай деформации ОФ только под воздействием 
температурного поля. 

Слои оболочковой формы, находящиеся ближе 
к  расплавленному металлу, увеличиваются в объеме 
значительно больше, чем периферийные слои ОФ. Ви-
дим по перемещениям U1 , что ОФ как бы «раскрыва-
ется». Поля напряжений σ22 прямо противоположны 
по знаку напряжениям σ22 в ОФ, когда слои были как 
бы одним монолитом  [2]. Слои около жидкого металла 
имеют положительное значение растягивающего на-
пряжения σ22 , периферийные слои, имеющие темпера-
туру ниже, – имеют сжимающие напряжения. 

Рис. 3. Распределение температуры (а), поля напряжений σ11 , σ22 (б) и перемещений U1 , U2 (в) по толщине оболочки 
при времени охлаждения τ = 18,6 с

Fig. 3. Distribution of temperature (a), stress fields σ11 , σ22 (б) and displacements U1 , U2 (в) over the shell thickness at cooling time τ = 18.6 s
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Напряжения σ22 (рис.  3,  б) имеют место только в  сфе-
рической части ОФ, в цилиндрической части их нет. В 
рассматриваемом случае имеют место напряжения σ11 
(рис.  3,  б), которые в работах  [2,  4] отсутствуют, так как 
σ11 на два порядка меньше σ22 по абсолютной величине.

Наибольших значений напряжения σ11 достигают 
в  центре поперечного сечения ОФ (сжимающие напря-
жения) и уменьшаются до нуля к поверхностям оболоч-
ковой формы. Таким образом, можно сделать вывод, 
что выполнять ОФ со слоями, скользящими друг отно-
сительно друга без трения, нельзя. Оболочковая форма 
разрушится, так как растягивающие напряжения в слое, 
примыкающем к жидкому металлу, достигают 6,8  МПа, 
что является недопустимым. В этом слое температура 
составляет 1400  °C, он будет разрушен.

При нагрузке ОФ гидростатическим давлением 
P1  =  –γh примем U1|S3

  =  0. Результаты решения приве-
дены на рис.  4 (сплошная линия). Так же, как и в пре-
дыдущем случае, напряжения σ22 имеют место толь-

ко в  сферической зоне ОФ, но более ярко выражены 
(в  цилиндрической части ОФ напряжения σ22 отсутст-
вуют). Напряжения σ11 на поверхности контакта ОФ 
с  опорным наполнителем (S3 ) имеют знакопеременный 
характер (в  нижней сферической части ОФ значения 
σ11  положительные, а затем переходят в сжимающие). 
Положительные значения σ11 на контактной поверх­
ности указывают на возможность отставания в этой 
части ОФ от опорного наполнителя (ОН). Поля переме-
щений на рис.  4,  б (сплошные линии) показывают сов-
падение по перемещениям U2 (рис.  3,  б). 

Перемещения U1 на рис.  4,  б (сплошные линии) не 
значительны. Чтобы получить более точные результаты, 
решим контактную задачу: на поверхности S3 (рис.  1,  а) 
примем условие

Рис. 4. Поля напряжений σ11 , σ22 (а) и перемещений U1 , U2 (б) по толщине оболочки при времени охлаждения τ = 18,6 с 
и гидростатическом давлении

Fig. 4. Fields of stresses σ11 , σ22 (a) and displacements U1 , U2 (б) along the shell thickness at cooling time τ = 18.6 s and hydrostatic pressure
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где k – номер грани элемента на контактной поверх­
ности.

При этом дополним граничные условия (5):

	           	 (9)

 
где ψ* – коэффициент трения на поверхности контакта 
между ОФ и ОН.

В граничных условиях (9) положим ψ* = 0,01. Усло-
вия (8) введены в алгоритм решения задачи. Условия  (8) 
в итерационной схеме вычислений отслеживаются 
4  –  5  раз, после чего изменений уже не происходит. 
Результаты решения задачи с учетом условий (8), (9) 
приведены на рис.  4 (штриховые линии). Наблюдаем 
общее уменьшение (по абсолютной величине) напря-
жений σ11 , σ22 (рис.  4,  а). При этом, на большей области 

сферической части ОФ имеет место отставание наруж-
ной части оболочковой формы от опорного наполните-
ля с  наибольшей (0,033  мм) величиной оси симметрии 
(рис.  4,  б). Перемещения U2 на поверхности S4 резко 
возросли (рис. 4, б). 

 Выводы

Проведенные расчеты и анализ полученных ре-
зультатов показывают несостоятельность аргумента-
ции высказанной ранее идеи о возможности скольже-
ния без трения между внутренними промежуточными 
слоями оболочковой формы из-за гарантированного ее 
разрушения, что подтверждается также практическим 
опытом. Внешнее нагружение верхней кромки стояка 
формы не рекомендуется из-за возможного при этом 
разрушении оболочковой формы.
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