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Аннотация. Статья содержит частное решение линейного варианта задачи динамической термоупругости в приложении к моделирова-
нию условий поверхностного упрочнения металлических изделий энергетическим импульсом. Уравнение движения среды рассмат-
ривается совместно с моделью температурного импульса, опробованной ранее на совместимость с частными случаями уравнений па-
раболической и гиперболической теплопроводности. Представлена задача о нагружении плоской грани короткого кругового цилинд ра 
(диска) температурным импульсом. Импульс является следствием принятой структуры объемной плотности мощности теплового 
потока, временной множитель которой имеет форму одной волны функции Хевисайда. Для построения тензора термических напря-
жений авторы использовали классический термоупругий потенциал перемещений и метод его разделения на произведение функций 
независимых переменных. Получены дифференциальные уравнения для функций-сомножителей, найдены их общие решения. Для 
компонент тензора термических напряжений поставлены естественные граничные условия. Полученные решения имеют форму от-
резков функциональных рядов (функции Бесселя по радиальной координате и экспоненциальной функции по осевой координате). Рас-
смотрен численный пример нагружения диска из стали марки 40ХН, механические свойства которой чувствительны к температурной 
обработке. При расчетах авторы использовали пакет компьютерной математики Maple. Приближенные решения учитывают первые 
24  члена функциональных рядов. Расчеты примера позволяют объяснить наличие пиков напряжений и интенсивности напряжений как 
следствие взаимно обратных процессов роста температурных напряжений и уменьшения коэффициентов упругости с ростом темпера-
туры. Численный пример предостерегает от опоры только на оценки решений задач термоупругости без учета пластических и вязких 
свойств материала. 

Ключевые слова: круглый цилиндр, поверхностное упрочнение, термические напряжения, термоупругий потенциал перемещений, темпера-
турный импульс, граничные условия, сталь марки 40ХН, закалка, отпуск
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Abstract. A particular solution of a linear variant of the dynamic thermal elasticity problem is considered in application to modeling the conditions of 
surface hardening of metal products by an energy pulse. The authors determined the equation of medium motion with the model of temperature pulse 
tested earlier for compatibility with special cases of the equations of parabolic and hyperbolic thermal conductivity. The problem of loading a flat 
plane of a short circular cylinder (disk) with a temperature pulse is presented. Pulse is a consequence of adopted structure of the volumetric power 
density of the heat flux, the time multiplier of which has the form of a single wave of the Heaviside function. Classical thermoelastic displacement 
potential and the method of its division into the product of independent variables functions were used to construct the thermal stress tensor. Differential 
equations for multiplier functions and their general solutions were found. Natural boundary conditions were set for the components of thermal stress 
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 Введение

Одной из ресурсосберегающих  технологий обра-
ботки металлов является метод поверхностного упроч-
нения металлического изделия. Широко используются 
методы электровзрывной [1], плазменной  [2,  3] и ла-
зерной [4, 5] обработок поверхностей изделий энер-
гетическими импульсами. Как правило, основной 
интерес исследователей сосредоточен на динамике 
температурного поля, ее влиянии на фазовый состав 
упроч няемого слоя и механизмы упрочнения поверх-
ностного слоя.   

Переменное температурное поле в импульсе неиз-
бежно порождает в поверхностном слое значительные 
термические напряжения, разрушающие структуру 
поверхностного слоя. Оценка упругих термических 
напряжений зависит от постановки и формы решения 
обобщенной задачи для уравнений термоупругости, ко-
торая ставится для системы двух уравнений (движения 
элементов среды и распространения в ней тепла). 

Классическое параболическое уравнение теплопро-
водности приводит к адекватным решениям для боль-
шинства тех инженерных задач, в которых время терми-
ческого воздействия не меньше одной микросекунды. 
Однако эффекты действия ионных, плазменных, элек-
тромагнитных излучений с меньшей длительностью не 
описываются в рамках этой модели, так как элементы 
среды не успевают релаксировать действие этих излу-
чений. Пример учета времени релаксации при изуче-
нии изменений в материалах при лазерном воздействии 
представлен в работе [6]. 

В работе [7] приведен обобщенный закон Фурье, ко-
торый отличается от классического введением парамет-
ра τq (время релаксации средой градиента температур-
ного поля), имеющего смысл времени запаздывания 
формирования вектора плотности потока тепла относи-
тельно отрицательного вектора градиента температуры. 
В результате уравнение теплопроводности становится 
гиперболическим, а среда приобретает новую характе-
ристику (конечную скорость распространения тепло-
вой волны) [8]. Как следует из теоретической оценки 
в  работе [9], τq  < 1 мкс. 

В работе [10] разработана модель уравнения теп-
лопроводности с двумя параметрами запаздывания 
(τq  и  τT  , где τT – время запаздывания формирования 
градиента температуры). Оценки величин τq и τT сле-
дующие: 0  <  τq  <  τT  , для металлов τT  ≈  (1 ÷ 10)τq . Осо-
бенности действий параметров τq и τT проявляются при 
обработке поверхностей металлов короткими лазерны-
ми импульсами (наносекундной длительности) [11].  

Новые подходы к моделированию [12, 13] включа-
ют описание оптических свойств материалов, быст-
ро меняющихся в процессе облучения, нелинейного 
распрост ранения ультракоротких импульсов излучения 
в поглощающих средах, передачи энергии от электрон-
ной к атомарной подсистеме, формирования и распро-
странения волн напряжений и деформаций в материале 
под их влиянием.

Электровзрывное или плазменное воздействия на 
поверхность до температуры оплавления поверхност-
ного слоя длится не менее десятка микросекунд, что 
вполне описывается теплопереносом согласно парабо-
лическому уравнению теплопроводности. Ранее в рабо-
те [14] на численном примере показана зависимость ди-
намики температурного поля от структуры уравнения 
теплопроводности. 

В настоящей работе термические напряжения, ини-
циируемые тепловым эквивалентом энергетического 
импульса, оцениваются решением задачи для уравне-
ния движения термоупругой среды цилиндра конечной 
длины. Уравнение содержит градиент температуры 
теп лового импульса. Использована одна из моделей 
теп лового импульса, полученная ранее [15, 16]. 

 Уравнения задачи

Рассматривается уравнение движения термоупругой 
изотропной среды [17]:

        (1)

где u(x,  t)  =  x t  –  x – вектор смещения материальной точ-
ки x, занимающей в начальный момент времени t0 поло-

tensor, and their tasks were solved. The obtained solutions are in the form of segments of functional series (the Bessel function in radial coordinate 
and the exponential function in axial coordinate). The article considers a numerical example of loading a disk made of 40KhN steel which has the 
mechanical properties sensitive to temperature treatment. Maple computer mathematics package was used in the calculations. Approximate solutions 
take into account the first 24 terms of the functional series. Estimation of the example makes it possible to explain the presence of stress peaks and 
stress intensity as a consequence of mutually inverse processes of temperature stress growth and reduction of elasticity coefficients with temperature 
rise. The numerical example warns against relying only on estimates of solutions to thermoelasticity problems without taking into account the plastic 
and viscous properties of the material. 

Keywords: round cylinder, surface hardening, thermal stresses, thermoelastic displacement potential, temperature pulse, boundary conditions, 40KhN 
steel, quenching, tempering
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жение x = x(t0 ), в положение x t  =  x(t), занимаемое точкой 
в момент времени t  >  t0 ; T  =  T(x,  t) – температура мате-
риальной точки x среды в момент t  ≥  t0 ; γ  =  (2μ  +  3λ)β;  
λ и μ  – пос тоянные Ламе;  β  –  коэффициент линейного 
теплового расширения; χ  =  χ(x,  t)  – плотность материала 
в малой окрестности точки x среды в момент t ≥ t0 . 

В случае осевой симметрии компоненты тензо-
ра упругих линейных деформаций выражаются через  
 

коор динаты ur  ≡  u и uz  ≡  w вектора смещения u:   
 

   объемное расшире- 
 

ние  Векторное уравнение движения (1)  
 

эквивалентно системе скалярных уравнений движения 
для двух ненулевых компонент вектора перемещения: 

      (2)

Обозначим F(r, φ, z) термоупругий потенциал пере-
мещений. Тогда перемещения и деформации представ-
ляются [18] в виде

а система (2) перепишется следующим образом: 

Интегрируя первое уравнение по переменной r, а 
второе – по переменной z, приходим к одному и тому 
же неоднородному дифференциальному уравнению 
(в  частных производных) второго порядка для функции 
F(r, φ, z):

        (3)

Применим к потенциалу F(r, z, t) процедуру разделе-
ния переменных F (r, z, t) = Ur (r) Uz (z) W(t). 

Зададим тепловой импульс T (r, z, t), независящий 
от координаты r, со структурой T  =  T0W (t) Uz (z) (здесь 
W(t) – развертка во времени температурного импульса 
единичной высоты, имеющая форму равнобедренного 
треугольника с длиной основания с вдоль оси време-
ни  t  [16]): 

где H(t) – функция Хевисайда; T0 – максимум темпе-
ратуры в симметричном треугольном импульсе темпе-
ратурного нагружения, достигаемый в момент времени  
 

 c; функция W(t) кусочно-линейная в промежутке  
 

 времени c действия импульса, в этом  
 

промежутке  

С учетом принятых структур функций F(r,  z,  t) 
и  T(r,  z,  t) уравнение (3) распадается на два независи-
мых по аргументам дифференциальных уравнения, 
связанные общей пока неопределенной постоянной ν: 

        (4)

В выражениях (4) значения λ, μ, β не зависят от пе-
ременных r и z, поэтому при каждом значении темпера-
туры t их можно рассматривать как постоянные величи- 
 

ны. Для системы уравнений (4) параметр   
 

является безразмерным. 
Решением первого уравнения системы (4) является 

функция 

 

решением второго уравнения служит функция 

 

где C1 , C2 , Q1 , Q2 – произвольные постоянные;   –  
 

функция Бесселя первого рода нулевого порядка;  
 

 – функция Бесселя второго рода [19] нулевого  
 

порядка; ν – параметр функций). 
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Простейший вариант термического потенциала переме-
щения может быть представлен в виде 

 Деформации и напряжения общего вида

Найденные через потенциал перемещений компо-
ненты тензора линейных деформаций общего вида име-
ют следующие выражения: 

где C = C1Q2 .
Уравнения связи [16] между упругими напряжени-

ями и деформациями в цилиндрических координатах 
в  случае осевой симметрии имеют вид: 

где G – модуль сдвига; σ – коэффициент Пуассона мате-
риала цилиндра.

Введем обозначение  выражения компо- 
 

нент тензора напряжений примут вид: 

σrr = 2G(err + ηe);
σφφ = 2G(eφφ + ηe);
σzz = 2G(ezz + ηe);

σrz = 2Gerz .

Получили напряжения, выраженные через две про-
извольные постоянные С, Q2 , и пока неопределенный 
параметр ν функций Бесселя: 

 Выбор граничных условий для напряжений
 

общего вида

Граничное условие для напряжений σrr . При r  =  R 
и любых t  ≥  0, z  ≥  0 для всех значений νi справедливо 
σrr  =  0. Получаем семейства коэффициентов ci  =  C(νi ), 
dqi  =  Q2 (νi ), привязанных к значениям νi параметра 
ν (где d – некоторая постоянная, подлежащая опреде-
лению). Обозначая pi = ci νi , приходим к возможности 
подбора таких значений коэффициентов pi , qi и d, при 
которых удовлетворяется граничное условие 

Пусть  доля напряжения σrr в значении 
 

2G в сечении z  =  0 цилиндра в момент t  =  c/2 и qi – чле-
ны числовой последовательности

 

для которых  Тогда выражение  в сечении  
 

z  =  0 в момент t  =  c/2 примет вид 

Помня, что максимальное значение относительного 
напряжения   =  1, получаем разложение постоянной 
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величины  в ряд Дини-Бесселя по  
 

базису  функций Бес- 
 
селя [19]: 

       (5)

Требования к напряжениям σrr – нулевые значения 
на поверхности r = R цилиндра. Это возможно при 
выполнении равенства J (1,  ξ)  =  J (0,  ξ)ξ (где ξ  =  R). 
Имеется счетное множество положительных корней 
ξi  =  R этого равенства. Коэффициенты pi ряда Дини-
Бесселя находятся по формуле:

Погрешность приближенного представления напря-
жения σrr зависит от длины n отрезка ряда Дини-Бес-
селя: 

 

Требование для окружных напряжений σφφ  – их ра-
венство радиальным напряжениям σrr на оси цилиндра 
(r  =  0). Сравним напряжения σφφ (ν) с напряжениями 
σrr (ν) при каждом значении ν при r  →  0. Так как 

 

то исходное условие равенства выполняется: 

Введя такую же долю напряжения σφφ в 2G в сече-
нии z  =  0 цилиндра в момент t = с и те же коэффициен-
ты qi , d, что и выше, получим напряжение  в  сечении 
z = 0 цилиндра в момент t = с: 

Так как максимальное значение модуля напряжений 
  =  1, то запись
 

является разложением равенства постоянной 

 

в ряд Фурье-Бесселя разложения по ортогональному  
базису 

составленному из функций Бесселя. Значения νi пара-
метра ν находятся по корням уравнений J (1,  ξ)  =  0,2 
и  J (1,  ξ)  =  0,1 (где ξ  =  R). Коэффициенты pi находят-
ся по следующей формуле: 

В результате получаем выражение окружных напря-
жений

Выбор граничных условий для напряжений σzz . Для 
каждого значения νi выражение σzz (νi ) имеет вид:
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Общее выражение для осевых напряжений записы-
вается следующим образом: 

При z  =  0, t  =  c/2 запись относительного напряжения 
 в сечении z  =  0

 

является разложением постоянной 

 

в ряд Фурье-Бесселя:  Множество всех  
 
значений νi находится из условий при t  =  c/2 и z  =  0, 
r  =  R значение J (0,  r) = 0,05; обозначая ξi  =  R, 
ищем корни уравнения J (0,  ξi )  =  0,05. Коэффициенты рi 
находятся по формуле 

Требование к напряжениям σrz – равенство их нулю 
на поверхности r  =  R цилиндра. Сумма касательных 
напряжений находится по всем значениям νi парамет-
ра ν, определяемым по корням ξi  =  R уравнения 
J (1,  ξi )  =  0. Найдены первые n положительных корней 
уравнения J (1,  ξi )  =  0, ξi  =  R. 

Пусть  доля суммарного напряжения σrz   

в  2G в сечении z  =  0 цилиндра в момент t  =  c/2. 
Наи высшее значение  формально равно единице.  
 

Тогда в выражении   
 

содержится разложение единицы в ряд Фурье-Бесселя:  
 

 где коэффициенты pi  =  ci νi находят- 
 

ся по формуле  Следо- 
 
вательно, касательные напряжения, действующие во 
всем теле цилиндра в течение времени действия им-
пульса, можно представить 

 Численный пример

Тепловой импульс длительностью 20  мс в форме рав-
нобедренного треугольника с температурой Т  =  1673  К 
в вершине t  =  10  мс прикладывается к плоской грани 
диска из улучшаемой легированной конструкционной 
стали марки 40ХН с радиусом R  =  0,012  м и высо-
той Н  =  0,010  м. Согласно данным работы [20], опти-
мальный вариант обработки изделия из стали марки 
40ХН (закалка в воду с температуры Т  =  820  °С, от-
пуск в мас ло с Т  =  550  °С) обеспечивает следующие 
характерис тики изделия: χ  =  7,81·103  кг/м3; σ  =  0,32. 
При температурах 293 и  1153  К соответствующие 
значения модуля Юнга E и  модуля сдвига G состав-
ляют E293  =  204  ГПа, E1153  =  75  ГПа и  G293  =  77,3  ГПа, 
G1153  =  28,4  ГПа. 

Напомним, что тепловой импульс модели T(t), явив-
шийся следствием принятой структуры объемной плот- 
 

ности мощности теплового потока   
 

зависящей от времени в форме, заданной одной волной 
f1(t) функции Хевисайда, имеет вид: 

 (6)

где Т0 = 1673 К – максимальная температура в  импульсе 
(достигается в момент t = c/2). 

Линейная аппроксимация зависимости линейно-
го коэффициента температурного расширения β(T) от 
температуры в интервале 300 – 1700 К для стали марки 
40ХН, построенная по различным данным, равна:

β(T) = 11,12·10–6 + 0,002847·10–6 T(t), 1/К;

       β(T0 ) = 15,98·10–6. (7)

По двум точкам G293  =  77,3  ГПа и G1153  =  28,4  ГПа 
была аппроксимирована линейная зависимость модуля 
G от температуры Т: G(T )  =  93,96  –  0,057T,   ГПа. С  уче-
том уравнения (6) были получены развертки во време-
ни зависимостей G(t) и β(t). 

При вычислении множителя  коэффициента  
 

T0β(T) было учтено подобие числителя и  зна- 
 

менателя в множителе и подобие параметров Ламе  λ, μ 
по температурной зависимости. Поэтому выбраны зна- 
 

чения μ  =  G и  при усредненной темпера- 
 

туре 873  К: μ  =  49,8  ГПа; λ  =  88,5  ГПа; в результате  
 

 = 1,941. 

Исходя из физических представлений о возможных 
знаках термических напряжений, принято значение не-
определенной постоянной d  =  –1. Компоненты σrr , σφφ , 
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σzz , σrz тензора напряжений в виде функциональных ря-
дов оценивали их отрезками из первых 24 членов ряда. 
Для вычислительных действий и построения графи-
ков был использован пакет компьютерной математики 
Maple [21]. 

На рис.  1,  2 представлены графики зависимости 
компонент тензора термических напряжений в теле 
дис ка от пространственных координат r и z точки тела 
для двух моментов времени на переднем фронте тепло-
вого импульса. 

Суммарной мерой уровня компонент тензора тер-
моупругих напряжений является его инвариант (интен-
сивность напряжений):

.

Если полагать, что материал диска абсолютно упру-
гий, то при рассматриваемой симметричной линейной 
форме температурного импульса и линейной аппрок-
симации зависимости G(T ) возникает симметрия гра-
фика интенсивности напряжений. Эта симметрия от-
ражает конкуренцию двух процессов, протекающих 
одновременно на переднем фронте роста температуры: 
возрастают температурные напряжения и понижаются 
значения упругих коэффициентов Е, G, λ, μ. Возника-
ет картина околонулевых температурных напряжений 
как в начале переднего фронта, так и в его вершине. 
При прохождении заднего фронта теплового импульса 
ситуа ция повторяется, но в обратном порядке (рис.  3,  а).

Ясно, что оценка σi  =  90  ГПа при t  =  5  мс не отража-
ет реального поведения изделия из стали марки 40ХН, 
при таких тепловых деформациях материал изделия пе-
реходит в состояние пластического течения. В теории 
обработки металлов давлением известна формула опре-

Рис. 1. Графики нормальных напряжений σrr (а) и σφφ (б):
1 и 2 – момент времени 5 и 9 мс

Fig. 1. Graphs of normal voltages σrr (a) and σφφ (б):
1 and 2 – time point 5 and 9 ms

Рис. 2. Графики нормальных σzz (а) и касательных σφφ (б) напряжений:
1 и 2 – момент времени 5 и 9 мс

 
Fig. 2. Graphs of normal σzz (a) and tangent σφφ (б) stresses:

1 and 2 – time point 5 and 9 ms
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Рис. 3. Графики интенсивности упругих напряжений σi (а) и предела текучести σТ (б) материала диска 
в зависимости от координат t, z при r = 0,006 м

Fig. 3. Graphs of the intensity of elastic stresses σi (a) and yield stress σТ (б) of the dick material depending on coordinates t, z, r = 0,006 m
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деления предела текучести в испытаниях на объемное 
напряженное состояние с осевой симметрией:

На рис. 3, б представлена поверхность с интенсив-
ностью σТ  , являющаяся верхней границей для допусти-
мой зоны упругой деформации. 

Таким образом, найдено частное решение линейного 
варианта задачи динамической термоупругости в  при-
ложении к моделированию поверхностного упроч-
нения металлических изделий энергетическим им-
пульсом. Использование гиперболического уравнения 
теплопроводности в обобщенной задаче термоупругос-
ти преждевременно без ясного понимания механизма 
диссипации энергии в тепловой волне. Уравнение дви-

жения среды содержит модель температурного импуль-
са, опробованную ранее на совместимость с частными 
случаями параболической и гиперболической тепло-
проводности. Для построения тензора термических 
напряжений использован классический термоупругий 
потенциал перемещений.

 Выводы

Решение задачи позволило объяснить наличие пи-
ков напряжений и интенсивности напряжений как 
следствие взаимно обратных процессов роста темпе-
ратурных напряжений и уменьшения коэффициентов 
упругости с ростом температуры. Численный пример 
предостерегает от опоры только на оценки решений 
задач термоупругос ти без учета пластических и вязких 
свойств материалов.
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