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Аннотация. Представлена математическая модель процесса оптимизации выбора материала и морфологического строения оболочковой фор-
мы, обладающей наибольшей сопротивляемостью к трещинообразованию при заливке ее жидким металлом. Для решения поставленной 
задачи использована теория малых упругопластических деформаций и уравнения теплопроводности, а также апробированные численные 
методы. Построена целевая функция min – max от управляющих переменных, характеризующих свойства формовочного материала, из ко-
торого изготавливается оболочковая форма. Рассмотрен процесс нагрева осесимметричной оболочковой формы при заливке в нее жидкого 
металла. Стойкость оболочковой формы оценивается по возникающим в ней напряжениям. Составлен алгоритм решения задачи. С ис-
пользованием численных схем и комплексов программ, разработанных в предыдущих исследованиях, построен алгоритм решения задачи 
оптимизации и найдены значения управляющих переменных. При этих значениях управляющих переменных оболочковая форма не разру-
шается даже при наличии жесткого процесса – заливки стали в холодную оболочковую форму. Проведен анализ влияния веса каждого из 
найденных параметров на значение построенной целевой функции. С помощью математического эксперимента проведено исследование 
морфологического строения оболочковой формы. Рассмотрена оболочковая форма из пяти слоев. Скорректированная система уравнений 
позволяет учитывать свойства слоев, выполненных из разных материалов. Выполнены расчеты для случая, когда слой оболочковой формы 
из материала, найденного оптимизацией, занимает различные положения в сечении формы; при этом остальные слои формы изготовлены 
из традиционной керамики. Найдено оптимальное местоположение этого слоя. Показано, что наличие нескольких слоев с найденными 
свойствами не влияет на повышение трещиностойкости оболочковой формы. 

Ключевые слова: оболочковая форма, свойства материалов, напряжение, деформации, перемещение, температура.

DOI: 10.17073/0368-0797-2020-9-742-754

 Введение

Анализ  тенденций  развития  технологических  про-
цессов формообразования оболочковых форм (ОФ) по-
казывает, что точность и чистота поверхности фасонных 
отливок являются одними из главных критериев уровня 
развития науки и технологии литейного производства. 
Высокие показатели по этим признакам обеспечивают 
неразъемные  высокоогнеупорные  негазотворные  ОФ 
по  выплавляемым моделям  (ВМ), материалы  которых 
не  взаимодействуют  с  заливаемыми  сплавами. Одним 
из новых направлений повышения качества технологи-
ческих и эксплуатационных свойств ОФ по ВМ являет-
ся структурно-деформационный подход к управлению 

морфологическим строением и свойствами ОФ на ос-
нове  иерархии  их  структур  как  отдельных  элементов, 
отдельного  слоя  или  группы  слоев,  а  также  оболочки 
в  целом.

Трещиностойкость  ОФ  по  ВМ  зависит,  главным 
образом, от их напряженно-деформированного состоя-
ния  (НДС)  на  различных  этапах  формообразования. 
Известные методы снижения НДС ОФ до сих пор оста-
ются недостаточно изученными, так как нет четких све-
дений о параметрах различных структур ОФ и эффек-
тивности их влияния на изменение свойств.

Выбор  путей  повышения  трещиностойкости  как 
многослойных, так и монослойных (электрофоретиче-
ских) ОФ за счет снижения НДС возможен на базе ком-
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плексного  изучения  свойств  материалов,  формирую-
щих  ОФ:  то  есть  необходимо  выделить  физические 
параметры  материала,  наиболее  сильно  влияющие  на 
трещиностойкость ОФ при ее  заливке жидким метал-
лом. С этой целью необходимо построить математиче-
скую модель процесса заливки жидкого металла в ОФ.

Исследованию  напряженно-деформированного  со-
стояния оболочковых форм по выплавляемым моделям, 
а также системы отливка – форма посвящено большое 
количество  экспериментальных  и  теоретических  ра-
бот  [1  –  4].  Часть  исследований  проведена  на  основе 
чисто аналитических методов расчета НДС ОФ; в ра-
ботах  Н.И.  Аласкарова  и  В.В.  Петрова  использовано 
численное моделирование НДС ОФ  [5,  6].

Последующие работы М.В. Салиной [7], Э.А. Дмит-
риева  [8],  Г.М.  Севастьянова  [9],  И.Г.  Сапченко  [10] 
расширяют  границы  применимости  численного  моде-
лирования  на  различные  технологические  варианты 
формообразования и эксплуатации ОФ и их структур-
но-морфологическое строение.

Промежуточные обобщающие итоги  состояния  во-
проса по исследованию НДС ОФ были подведены в мо-
нографиях [2, 3].

Из  наиболее  известных  отечественных  исследова-
телей  вопросами  напряженного  состояния  литейных 
оболочковых форм занимались профессора В.В. Васин, 
В.А.  Рыбкин,  Б.А.  Кулаков,  А.С.  Савинов,  Г.И.  Тимо-
феев [4,  11  –  15] и др. Зарубежных публикаций по НДС 
литейных оболочковых форм не обнаружено, хотя про-
ведено множество теоретических и экспериментальных 
исследований НДС оболочечных конструкций с различ-
ными  структурами  и  из  различных  функциональных 
материалов  [16  –  35].  Однако  математическому  описа-
нию этого сложного процесса посвящено мало работ. 

Необходимо  отметить,  что  объектами  исследова-
ния НДС ОФ являются  как многослойные  [36],  так  и 
монослойные (электрофоретические) ОФ. Основы ме-
тодологии  математического  численного  моделирова-
ния НДС ОФ, основных технологических операций их 
формообразования и эксплуатации в литье по выплав-
ляемым  моделям  (ЛВМ)  сформулированы  в  моногра-
фиях  [2,  3].

Первые  публикации  по  численному  моделирова-
нию НДС ОФ связаны с решением плоских задач [36], 
а  все  последующие  –  осесимметричных  [37],  причем 
при равных по толщине и одинаковых по физико-меха-
ническим  свойствам  слоях  оболочек.  В  работе  [37], 
посвященной  НДС  ОФ  при  заливке  и  охлаждении 
полу чае мой  отливки  в  форме,  принималось,  что  обо-
лочковая форма  полностью  залита жидким металлом. 
Это является довольно грубым приближением. 

Растрескивание  оболочки  может  произойти  и  на 
практике  происходит  непосредственно  в  процессе  за-
ливки металла из-за термического удара. В работе  [38] 
рассматривается  сам процесс  заливки формы жидким 
металлом, то есть с учетом «термоудара».

В настоящее время прорабатываются и развивают-
ся вопросы НДС по новым модифицированным струк-
турам ОФ и их особенностям. Именно этому вопросу 
и  посвящена настоящая работа.

 Монослойная оболочковая форма

 Математическая постановка задачи

Построение целевой функции оптимизации свойств 
материала ОФ связано с решением задачи по определе-
нию НДС при заливке в нее расплавленного металла. 

Рассматривается  осесимметричное  тело  враще-
ния  (рис.  1,  а).  Деформируемый  материал,  форма,  за-
твердевший  металл  считаются  изотропными.  В  этом 
случае  имеем  трехкомпонентную  систему  (рис.  1,  б): 
область  I  – жидкий металл (деформируемая среда); об-
ласть  II  –  затвердевший  металл;  область  III  –  форма. 
Используя  теорию малых  упругопластических  дефор-
маций, эйлерову систему координат и уравнение тепло-
проводности, можно записать для каждой из областей 
систему уравнений:

– область I:

        (1)

– области II, III:

    (2)

где σij – компоненты тензора напряжений; Ui  – переме-
щения; εij – компоненты тензора упругих деформаций; 
σ – гидростатическое напряжение; Gp (p  =  II,  III )  – мо-
дуль сдвига металла (p  =  II ) и формы (p  =  III ); δij – сим-
вол  Кронекера;  kр  –  коэффициент  объемного  сжатия; 
αp  – коэффициент линейного расширения;    – коэффи-
циент температуропроводности (p  =  I,  II,  III ); γ  – плот-
ность; h  – текущая высота ОФ; θn – текущая темпера-  

тура;   τ  – время;   – начальная температура в об- 
 

ласти (p  =  I,  II,  III ).
В системе (2) используется суммирование по повто-

ряющимся индексам.
В процессе охлаждения жидкого металла при усло-

вии, что θм  <  θк  (где θм – температура металла; θк  – тем-
пература  кристаллизации),  определяется  толщина  за-
твердевшего слоя из решения уравнения межфазового 
перехода

                  (3)
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где  θ1  и  θ2    –  температура  твердой  и  жидкой  фазы; 
λ1  и  λ2  –  коэффициент  теплопроводности  твердой  и 
жидкой фазы; ∆ – толщина корочки; L – скрытая тепло-
та  плавления;  ρ  –  плотность;  n*  –  нормаль  к  границе 
двух фаз.

Время  процесса  кристаллизации  τ*  разбивается  на 
малые шаги ∆τn  (где n  –  номер  временного шага). На 
каж дом временном шаге ∆τn вычисляется прирост тол-
щины твердой фазы ∆n 

При  этом  предполагается,  что  температура  в  твер-
дой фазе по толщине ∆n изменяется по линейному за-
кону, градиент температуры в жидкой фазе равен нулю. 
С  учетом этого решение уравнения (3) дает следующую 
зависимость для определения толщины закристаллизо-
вавшейся корочки на временном шаге ∆τn :

                 (4)

где  ∆θ1  –  перепад  температур  в  твердой  фазе  вблизи 
фронта кристаллизации.

В системах (1) и (2) коэффициент температуропро-
водности α* определяется зависимостью

                    (5) 

где λ – коэффициент теплопроводности; C  – удельная 
теплоемкость. 

Проведенные ранее исследования [38,  39] показали, 
что  наибольшим  напряжением  в  оболочке  формы  яв-
ляется σ22 . Поэтому оценивать  трещиностойкость ОФ 
будем по возникающим в ней в процессе ее разогрева 
величине  растягивающих  и  сжимающих  напряжений 
σ22 . Напряженное состояние ОФ при заданном темпера-
турном воздействии (температуры заливаемого жидко-
го металла)  характеризуется  следующими физически-
ми параметрами: G  – модуль сдвига; k  – коэффициент 
объемного сжатия; α  – коэффициент линейного расши-
рения;  λ  –  коэффициент  теплопроводности; С  –  коэф-
фициент удельной теплоемкости; γ  – плотность. Учтем,  
 

что    (где E  – модуль Юнга; μ  – коэффициент  
 

Пуассона (для керамики μ = 0,25)). 
Эти  параметры  являются  управляющими  перемен-

ными. Будем определять гипотетический материал ОФ, 
при котором величины напряжений σ22 в слоях формы 
будут  наименьшими.  Рассмотрим  наиболее  жесткий 
процесс: заливка стали в холодную ОФ.

С  учетом  осевой  симметрии  имеем  σ31  =  σ32  =  0; 
ε13  =  ε23  =  0; U3  =  0.

Начальные условия задачи:
∆|τ  =  0  =  0  –  отсутствие  твердой  фазы  металла; 

θl |τ  =  0  =  θ0 – температура разливаемого жидкого метал-
ла;  |τ  =  0  =  θ*  –  начальная  температура  формы;  θп  – 
температура  песка;    –  температура  кристаллизации 
металла.

Рис. 1. Расчетная схема оболочковой формы (ОФ), заформованной 
в опорный наполнитель (ОН) и залитая жидким металлом (ЖМ) 
(ЖМ – жидкий металл (область I); затвердевшая корочка отливки 
(область II); ОФ – оболочковая форма (область III); ОН – опорный 

наполнитель):
а – сечение в вертикальной плоскости; б – схема моделирования 

областей системы

Fig. 1. Design scheme of the shell mold (SM), molded into the carrying 
filler (CF) and filled with liquid metal (LM): LM (zone I); hardened 

casting crust (zone II); SM (zone III):
a – section in the vertical plane; б – modeling scheme of the system 

zones
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Граничные условия задачи (рис. 1, a):
– на оси симметрии  U2  =  0; σ21  =  0; qп  =  0;
– на поверхностях S1 , S3

где vск – скорость скольжения материала формы отно-
сительно песка; v* – нормирующая скорость; Ψ  – пара-
метр, характеризующий условия трения между формой 
и песком; qп |S3 – плотность теплового потока по норма-
ли  к  поверхности  S3 ;  α*  –  коэффициент  теплообмена 
между оболочковой формой и песком.

Итак, будем искать функцию

F = min σ22 (G, α, λ, C, γ) max σ22 (τ, Q)            (6)

из решения системы уравнений (1), (2) при начальных и 
граничных условиях (в уравнении (6) Q – область поля 
напряжения σ22 ).

На управляющие переменные в целевой функции (6) 
введем ограничения:

2000 ≤ G ≤ 8000 кг/мм2;

0,12·10–6 ≤ α ≤ 12·10–6 град–1;

         0,0003 ≤ λ ≤ 0,0010 Вт/(мм·°С);  (7)

500 ≤ C ≤ 1350 Дж/(кг·°С); 

1,2·10–6 ≤ γ ≤ 4·10–6 кг/мм3.

Приняты следующие значения параметров разливае-
мой стали при θ  ≥  1000  °С: 

G = 1000 кг/мм2; α = 12·10–6 град–1;

λ = 0,0298 Вт/(мм·°С);

L = 270·103 Дж/кг; С = 444 Дж/(кг·°С);          (8)

γ = 7,80·10–6 кг/мм3;

θк = 1450 °С; θм = 1500 °С. 

При  решении  системы  уравнений  (1),  (2)  при  на-
чальных и  граничных условиях использовали числен-
ные методы, описанные в работе [40] при исследовании 
различных физических процессов.

За  начальное  приближение  –  опорное  решение  – 
примем керамический материал формы со следующи-
ми физическими свойствами: 

G = 2960 кг/мм2; α = 0,51·10–6 град–1;

               λ = 0,000812 Вт/(мм·°С);  (9)

С = 840 Дж/(кг·°С); γ = 2,0·10–6 кг/мм3. 

В  формализованном  виде  целевую  функцию  (6) 
можно переписать в виде:

  F(ti  , i = 1,5) → min σ22 (ti ) max σ22 (τ*Q),  (10)

где ti  , i = 1, ..., 5 – управляющие переменные, входящие 
в функцию (6). 

Пусть  , i = 1, ..., 5 – опорное решение.
По результатам проведенных теоретических иссле-

дований  [38,  39]  наибольшие  растягивающие  напря-
жения σ22 имеют место в наружном слое оболочковой 
формы.  По  величине  σ22  в  этой  области  оболочковой 
формы будем вести оценку функции (10) при варьиро-
вании управляющих переменных ti  , i = 1, ..., 5.

 Алгоритм решения задачи

1  –  Исследуемая  область  разбивается  на  конечное 
число ортогональных элементов.

2 – Вычисляются длины дуг элементов в соответст-
вии с методикой, описанной в работе [40].

3 – Время τ* разбивается на конечное число шагов  
 

4 – Задаются начальные и граничные условия задачи 
по элементам, образующим рассматриваемую область.

5 – Задается опорное решение задачи  , i = 1, ..., 5.
6  –  Определяется  поле  температур  на  временном 

шаге  ∆τn  численным  решением  уравнения  теплопро-
водности по методике и алгоритму, описанному в рабо-
те [40] при наличии начальных и граничных условий на 
данном временном шаге.

7 – Если в области I (рис.  1,  а) у поверхности S2 вы-
полняется условие θ|S2  ≤  θk , то вычисляется толщина за-
кристаллизовавшейся корочки ∆n по формуле (4).

8 – При найденном поле температур численно реша-
ется система уравнений (2) с учетом разностных анало-
гов и методики, описанной в работе [40].

9 – Определяется поле напряжений σij  (i, j  =  1, 2, 3) и 
перемещений Ui (i  =  1, 2). Отыскивается и запоминается 
максимальное значение напряжений σ22 (max σ22  =    ).

10  – Производится шаг по времени и выполняется 
операция 6, если   или операция  11, если  
 

 
11  –  Из  множества  управляющих  переменных  

 

 выбирается   и ему придается приращение ±   .  
Следует многократный посыл к операции  6  вплоть до 
границ управляющей переменной   .

12  –  Выбирается  решение  с  параметром   ,  соот-
ветствующее наименьшему значению с параметром це-
левой функции (10). Стирается старое и запоминается 
новое опорное решение   .

13  – Осуществляется  переход  к  новому  управляю-
щему параметру tk  +  1 : при k ≤ 5 следует операция 6; при 
k  =  6 следует операция 14.

Инновации в металлургическом промышленном и лабораторном оборудовании,  технологиях и материалах



746

Известия высших учебных заведений.  Черная металлургия.  2020. Том 63.  № 9

14 – Осуществляется сравнение двух опорных реше- 
 

ний (полученного t p и t p  –  1 )   (где p – но- 
 

мер опорного решения). 
Если неравенство выполняется, то процесс вычисле-

ний закончен, если нет – следует операция 5.

 Решение задачи

Геометрические  параметры: T  =  5 мм; H  =  50 мм; 
R1  = 20 мм.

Временные  интервалы  Δτn :  0,01,  0,02,  0,03,  0,04, 
0,05, 0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,5, 2, 5, 10, 8, 3, 3, 5, 10, 15, 20  с.

При численной реализации решения задачи по сфор-
мулированному алгоритму использовали программный 
комплекс «Одиссей»  [41]. Перед расчетом был прове-
ден мониторинг с учетом массива справочных данных 
физических свойств материала (9) при различном раз-
биении  области  на  элементы:  91,  117,  130,  240,  260. 
Наи большее  растягивающее  напряжение  в  осевом  се-
чении σ22 на наружной поверхности ОФ составило со-
ответственно (приближенно): 27, 24, 22, 21, 20,5  МПа, 
но в разные временные интервалы. Было принято раз-
биение на области по 117 элементов.

В  результате  оптимизации  получены  следующие 
значения параметров целевой функции (6): 

α = 0,12·10–6 град–1; G = 2000 кг/мм2;

      λ = 0,001 Вт/(мм·°С);  (11)

С = 1350 Дж/(кг·°С); γ = 4,0·10–6 кг/мм3. 

Отметим, что значения параметров (11) получены на 
разных временных интервалах охлаждения ОФ.

Разрушение ОФ опасно, когда еще не сформиро-
вался (закристаллизовался) наружный слой отливки. 
При  наличии  достаточно  твердой  корочки  будущей 
отливки разрушение ОФ при дальнейшем ее охлаж-
дении не влияет на качество получаемого литого из-
делия. 

 Обсуждение результатов решения задачи
 

монослойной оболочковой формы

Проведенные расчеты показывают, что  за 26  –  29  с 
охлаждения толщина корочки составит 2  –  3  мм. Этого 
достаточно, чтобы не произошел прорыв металла при 
растрескивании ОФ.

При  параметрах  (11)  вполне  выдерживается  этот 
временной  интервал.  Найденное  решение  составляет 
границу исследуемой целевой функции (6).

Чтобы  перейти  к  реальному материалу,  из  которо-
го  могла  бы  быть  изготовлена  ОФ,  выдерживающая 
температурные  напряжения  при  заливке  в  нее  стали, 
необходимо  определить  значимость  (вес)  каждого  из 
параметров  (11)  в  изменении функции  (6).  Вычислим 

значение функции F x (ti  ,  i  =  1,  ...,  5) при изменении каж-
дого из найденных параметров ti  ,  i  =  1,  ...,  5 от опорно-
го решения (9). При этом

      (12)

Следует отметить, что величины λ, С и γ – это факти- 
 

чески один параметр   когда можно пренебречь  
 

зависимостью λ от температуры.
В процентном выражении «вес» найденных пара мет-

ров (11) в соответствии со значениями (12): α  (67,5  %); 
G (33  %); λ  (2,4  %); C (6,1 %); γ (9,2 %). 

Наибольшее влияние на изменения напряжения σ22 
при охлаждении ОФ имеют параметры α и G. Осталь-
ные параметры, учитывая, что разброс эксперименталь-
ных данных по керамическому материалу колеблется в 
пределах 30 – 40 %, несущественно влияют на оптими-
зацию целевой функции (10).

На разрушение ОФ влияет предел прочности σпр на 
растяжение. Отметим, что предел прочности на сжатие 
σпс в несколько раз выше σпр . В зависимости от свойств 
керамики σпр  =  30  ÷  100  МПа. С прочностью керамики 
коррелируется модуль сдвига G: чем выше значение G, 
тем больше значение σпр . 

Путем  оптимизации  удалось  найти  материал  ОФ, 
при котором напряжение σ22 снизилось в 6,0 раз.

На рис.  2,  а приведены эпюры σ22 в корочке ОФ че-
рез 18,65  с охлаждения при заливке стали в холодную 
форму.  Физические  свойства  формы  соответствуют 
найденным значениям (11). Видно, что растягивающие 
и сжимающие напряжения резко снизились по сравне-
нию со значениями σ22 для формы с физическими пара-
метрами (9) (рис. 2, б).

Отметим, что найденные физические параметры λ, 
С и γ в решении (11) по всей видимости не однозначны, 
так как характеризуются одним параметром температу-
ропроводности a* (5). В решении (11) a*  =  0,185  с, а  это 
значение можно получить при различных комбина циях 
λ, С и γ. Но эти параметры не очень сильно влияют на 
изменение напряжения σ22 , поэтому не представляется 
сложности в их выборе для реального материала фор-
мы. Самым значимым пара мет ром при выборе материа-
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ла формы  является  коэффи циент  линейного  расшире-
ния α  =  0,12·10–6  град–1, который примем за основной.

 Многослойная оболочковая форма

Сначала была проведена оптимизация по выбору ма-
териала для изготовления монослойной (форетической) 
ОФ.  Дальнейший  путь  оптимизации  изготовления 
ОФ  – управление ее морфологическим строением: рас-
сматривается  концепция  многослойной  формы  с  раз-
личными физико-механическими свойствами по слоям.

Рассмотрим пятислойную ОФ (рис.  3) (штриховкой 
показан внутренний слой ОФ со свойствами

        G = 8000  кг/мм2; a* = 0,2 мм2/с,  (13)

остальные слои со свойствами  (9)). Исходная система 
уравнений  будет  аналогична  системам  (1),  (2)  с  той 
лишь разницей, что уравнения (2) записываются в той 
же форме, но с физическими компонентами по каждому 
слою. Решение сформулированной системы уравнений 
осуществляется с теми же начальными и граничными 

Рис. 2. Эпюры напряжений σ22 по толщине оболочковой формы в разных сечениях и в динамике ее охлаждения после заливки сталью 
в холодную форму при τохл = 18,65 с:

а – материал формы (вариант 2) (11); б – материал формы (вариант 1) (9)

Fig. 2. Plots of stresses σ22  over the thickness of SM in different sections and in dynamics of its cooling after pouring steel 
into a cold mold τохл = 18.65 s:

a – mold material (option 2) (11); б – mold material (option 1) (9)

Инновации в металлургическом промышленном и лабораторном оборудовании,  технологиях и материалах
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условиями, что и ранее,  с использованием численных 
методов, описанных в работе [40].

В  настоящей  работе  проведены  расчеты  разливки 
металлов в ОФ, в которой характеристики физических 
свойств некоторых слоев соответствуют найденным ра-
нее (в первой части настоящей работы).

Результаты  теоретических  расчетов  приведены  на 
рис.  4 – 6.

При найденном значении α = 0,12·10–6 град–1 было 
принято: G = 8000 кг/мм2; a* = 0,2 мм2/с. То есть взяты 
более жесткие параметры по модулю сдвига  (верхняя 
граница). Если ОФ с такими параметрами слоя выдер-
жит, то при использовании слоя с меньшим значением 
G – тем более. 

По  результатам  теоретических  расчетов  получено, 
что параметрами G = 8000 кг/мм2, a* = 0,2 мм2/с должен 
обладать слой, примыкающий к наружному слою ОФ. 

На рис.  4 приведены эпюры σ22 при разливке алюми-
ния  в  холодную форму  (сплошными  линиями показа-
ны эпюры σ22 при разливке алюминия в монослойную 
форму  со  свойствами  (9),  пунктирными  –  эпюры  σ22 
при разливке в форму со слоем (рис.  3) со свойствами 
G  =  8000 кг/мм2; a* = 0,2 мм2/с).

Свойства алюминия: θм  =  700  °С; α  =  26,5·10–6 град–1;  
λ = 0,23 Вт/(мм·°С); L = 397·103  Дж/кг; G = 4000 кг/мм2; 
γ = 2,7·10–6 кг/мм3.

Видно, что при разливке алюминия в традиционную 
форму может произойти ее разрушение по сжимающим 
напряжениям σ22 = 31 МПа уже через 0,45 с.

Форма со слоем (рис. 3), характеризуемым данными 
G = 8000 кг/мм2; a* = 0,2 мм2/с – выдерживает нагрузку 
без разрушения.

На рис.  5 представлены результаты разливки стали в 
горячую форму (θф = 700  °С). Наибольшие растягиваю-
щие напряжения σ22 при использовании традиционной 
формы  составляют  21,8  МПа  при  τ  =  24  с,  а  в  форме 
(рис.  3) – σ22  =  5,3  МПа в срединном сечении цилинд-
рической части. Видим, что разрушений в обоих случа-
ях нет, но со слоем (рис. 3) форма работает значительно 
надежнее.

На рис.  6 представлены  значения σ22  при разливке 
стали в холодную форму. Традиционная форма разру-
шается  (сплошные  линии),  а  со  слоем  со  свойствами 
G  =  8000 кг/мм2, a* = 0,2 мм2/с – выдерживает нагрузку 
без разрушения. Наибольшие значения напряжений σ22 
в традиционной форме на оси симметрии при τ  =  1,65  с 
составляют 54  МПа. Напряжения σ22 в цилиндричес кой 
части при τ  =  18,65  с составляют 25  МПа, а при нали-
чии слоя со свойствами G  =  8000 кг/мм2, a* = 0,2 мм2/с – 
форма  выдерживает  нагрузку  без  разрушения. Напря-
жения σ22 на оси симметрии при τ = 1,65 с составляют 
14,3  МПа, в срединном сечении цилиндрической части 
при τ = 1,65 с σ22 = 6,7 МПа (здесь приведены макси-
мальные значения σ22 по абсолютной величине).

Прослеживаются  определенные  закономернос ти. 
При разливке алюминия в традиционную форму (рис.  4) 
сжимающие  напряжения  σ22  достигают  наибольшей 
величины  с  внутренней  поверхности  ОФ,  а  растяги-
вающие  напряжения  –  с  наружной.  Сжимающие  на-
пряжения  достигают  наибольшей  величины  уже  при 
τ  =  0,45  с,  а  растягивающие  напряжения  σ22  увеличи-
ваются до τ = 26,2 с.

По  внутренней  образующей  ОФ  сжимающие  на-
пряжения имеют наибольшие значения в осевом сече-
нии, уменьшаются в цилиндрической части ОФ. Растя-
гиваю щие  напряжения  σ22  на  наружной  поверхности 
ОФ имеют примерно одну и ту же величину, изменяют-
ся только во времени (рис. 4).

Сжимающие напряжения σ22 формы со слоем (рис.  3) 
имеют тот же характер, что и сжимающие напряжения 
в традиционной форме, но в три – четыре раза меньше 
по абсолютной величине, а растягивающие напряжения 
σ22  достигают  своего максимального  значения  внутри 

Рис. 3. Схема пятислойной оболочковой формы в меридиальном 
сечении с учетом осевой симметрии

Fig. 3. Diagram of a five-layer SM in the meridian section taking into 
account the axial symmetry
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сечения, ближе к середине, они примерно одинаковы по 
образующей и увеличиваются во времени.

При разливке стали в горячую (рис. 5) и холодную 
(рис.  6) формы качественная тенденция распределения 
напряжений  σ22  примерно  сохраняется,  но  значения 
сильно  меняются.  Сжимающие  напряжения  по  внут-
ренней образующей для  всех форм увеличиваются  во 
времени,  достигая  максимума  при  τ  =  34  с  (разливка 
стали в  горячую форму  (рис.  5)) и при τ  =  18,6  с  (раз-
ливка  стали  в  холодную форму  (рис.  6)).  Растягиваю-
щие напряжения σ22 также увеличиваются во времени 
по внешней образующей при использовании традици-
онной формы и в середине сечения при использовании 
формы со слоем.

Таким  образом,  проведенные  теоретические  ис-
следования  показывают,  что  многослойная  ОФ,  изго-
товленная  из  керамического  материала,  обладающего 

физическими  свойствами  (согласно  условиям  (9)),  со 
слоем  вблизи  наружной  поверхности  с  физически-
ми  свойствами  (согласно  условиям  G  =  8000  кг/мм2,  
a* = 0,2 мм2/с) при α = 0,12·10–6 град–1 вполне пригодна 
для разливки любого металла.

 Выводы

Предпринята  первая  попытка  путем  математичес-
кого  моделирования  спрогнозировать  возможность 
управления  структурно-морфологическим  строени-
ем  оболочковой  формы,  дать  обоснование  основных 
свойств исходных материалов, влияющих на стойкость 
оболочковой формы. Поставлена и решена актуальная 
математическая задача по оптимизации выбора свойств 
исходных материалов для изготовления многослойных 
оболочковых форм и их макроструктуры.

Рис. 4. Эпюры напряжений σ22 по толщине оболочковой формы при заливке алюминия в холодную форму:
 – традиционная форма;   – предложенная форма со свойствами материала (13); а – τохл = 0,45 с; б – τохл = 26,2 с

Fig. 4. Plots of stresses σ22 over the thickness of the SM when pouring Al into a cold form: 
 – traditional mold;   – the proposed mold with material properties according (13); а – τохл = 0.45 s; б – τохл = 26.2 s

Инновации в металлургическом промышленном и лабораторном оборудовании,  технологиях и материалах
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Главным  параметром,  определяющим  стойкость 
оболочковой формы к разрушению при заливке жидким 
металлом,  является коэффициент линейного расшире-
ния материала. Параметр  температуропроводности  не 
оказывает  решающего  влияния  на  НДС  оболочковой 
формы и легко может быть подобран путем варьирова-
ния  составляющих:  коэффициента  удельной  теплоем-
кости, коэффициента теплопроводности, плотности.

В гипотетическом материале принято значение моду-
ля сдвига 8000  кг/мм2, при котором получены хорошие 
результаты  по  НДС;  при  выборе  реального  материала 
модуль  сдвига  много  меньше,  а  значит,  уменьшаются 
напряжения, влияющие на стойкость ОФ к разрушению.

Установлено, что все слои многослойной ОФ могут 
быть изготовлены из традиционного керамического ма-
териала, кроме одного слоя, примыкающего к наружно-
му слою ОФ.

Проведенные  теоретические  исследования  являют-
ся  основой  для  последующих  работ  по  расчету  НДС 
ОФ из известных на сегодня и возможно новых откры-
ваемых  материалов  для  изготовления  многослойных 
оболочек.
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CHOICE OF MATERIALS PROPERTIES AND OF SHELL MOLDS STRUCTURE
BY INVESTMENT MODELS
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Abstract. The paper presents a mathematical model optimizing the choice 
of material and morphological structure of the shell mold (SM), which 
has the highest resistance to cracking when pouring liquid metal into 
it. To  solve  this  problem,  the  theory of  small  elastoplastic deforma-
tions and the heat equation, as well as proven numerical methods, were 
used. The objective function min – max was constructed from control 
variab les characterizing the properties of the molding material of the 
shell. The process of heating an axisymmetric shell mold was consi-
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dered when  pouring  liquid metal  into  it. The  resistance  of  the  shell 
form was estimated by the stresses arising in it. An algorithm for sol-
ving this problem was compiled. Using numerical schemes and prog-
ram complexes developed in previous studies, an algorithm for solving 
the  optimization  problem was  constructed  and  the  values  of  control 
variables were found in which the shell mold does not break even in 
the presence of a rigid process – pouring steel into a cold shell mold. 
Analysis of the influence of weight of each of the found para meters on 
the value of the constructed objective function is given. Using a mathe-
matical experiment, the morphological structure of the shell mold was 
studied. The shell mold of five layers is considered. The corrected sys-
tem of equations makes it possible to take into account the properties 
of the layers made of different materials. Calculations were performed 
when  the  layer  of  the  shell mold  from material  found  by  optimiza-
tion occupies different positions in its cross section. In this case,  the 
remaining  layers  of  the mold  are made  of  traditional  cera mics. The 
optimal location of this layer was found. It is shown that the presence 
of several layers with the found properties does not affect the increase 
in crack resistance of the shell mold.

Keywords:  shell mold, material properties,  stress, deformation, displace-
ment, temperature.
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