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Аннотация. Предложено аналитическое выражение коэффициента эффективной теплоемкости сталей с содержанием углерода менее 0,5  %, 

в котором учитываются все фазовые превращения, происходящие при кристаллизации таких сталей, что позволяет повысить точность 
математического моделирования процесса затвердевания углеродистых сталей. 
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Abstract. The paper presents the analytical expression of the effective heat capacity of steels with a carbon content of less than 0.5%. This expression takes 
into account all the phase transformations occurring during the crystallization of these steels. The derived expression enables to improve the accuracy 
of the mathematical modeling of the process of solidifi cation of carbon steels. 
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Для разработки режимов охлаждения заготовок при 
непрерывной разливке стали широко используют ма-
тематические модели их затвердевания и охлаждения. 
В  этих моделях при математическом описании затвер-
девания и охлаждения элементов объема применяют ко-
эффициент эффективной теплоемкости, который позво-
ляет учитывать выделение скрытой теплоты фазовых и 
структурных превращений [1]. Вид функции эффектив-
ной теплоемкости (сэф ) известен для стали с содержа-
нием углерода от 0,5 до 2,14 % и зависит от допущений 
относительно процесса диффузии углерода в твердой 
и жидкой фазах при кристаллизации двухфазной зоны 
заготовки. Для равновесных условий кристаллизации, 
при которых диффузия углерода проходит беспрепят-
ственно, а коэффициент разделительной диффузии на 
границе твердой и жидкой фаз принимается постоян-
ным и отличным от нуля, эта функция имеет вид [1]

           (1)

где см – теплоемкость, Дж/(кг·К); Тл и Тс – температу-
ра начала и конца кристаллизации сплава; L – удельная 
теплота кристаллизации, Дж/кг;  – темп кристалли-

зации двойного сплава при равновесных условиях, К–1.

Для сталей с содержанием углерода менее 0,5  % 
вид функции эффективной теплоемкости от темпера-
туры неизвестен, по-видимому, ввиду наличия фазо-
вых и структурных превращений при затвердевании и 
охлаждении этих сталей. Отсутствие такой функции 
для слитков из малоуглеродистых сталей снижает дос-
товерность математического моделирования процесса 
затвердевания. Поэтому в настоящей работе предложе-
но аналитическое выражение коэффициента эффектив-
ной теплоемкости углеродистых сталей с содержанием 
углерода менее 0,5 %, в котором учитываются все фа-
зовые и структурные превращения, происходящие при 
кристаллизации стали. 

Для вывода зависимости эффективной теплоемкос-
ти от концентрации углерода и температуры рассмот-
рим участок диаграммы Fe – C [2]. Для упрощения 
дальнейших расчетов линии, соединяющие характер-
ные точки на диаграмме Fe – C, заменим отрезками пря-
мых (рис.  1). 

Ниже приведены значения температуры и концен-
трации углерода в характерных точках на диаграмме 
Fe – C:

Точка . . . . А В С Е J H N
T, °C . . . . . 1539 1499 1147 1147 1499 1499 1392

C, % . . . . . 0 0,50 4,30 2,14 0,16 0,10 0
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Из диаграммы видно, что в зависимости от исход-
ной концентрации углерода C процесс кристаллиза-
ции сплава будет происходить по-разному. В связи 
с этим стали с концентрацией углерода менее 0,5  % 
можно разделить на следующие группы: I – С ≤ 0,1 %; 
II  –  0,1  %  <  С  ≤  0,16 %; III – 0,16 % < C ≤ 0,5 %. Рас-
смот рим процесс кристаллизации в каждой из указан-
ных групп.

С ≤ 0,1 %. Кристаллизация сплава в этом случае начи-
нается в интервале температур, лежащем между отрезка-
ми AB и AH, когда из жидкой фазы начинают выделяться 
кристаллы феррита. Долю феррита в растворе жидкая 
фаза  +  феррит определяли согласно правилу рычага [2]:

       (2)

где a(C, T) – точка, лежащая в области существования 
жидкой и твердой фаз (ABH); b(Cb , Tb ) – проекция точ-
ки a на отрезок AH; c(Cc , Tc ) – проекция точки a на от-
резок AB (рис. 1).

Обозначив A(CA , TA ), B(CB , TB ), H(СH , TH ), уравне-
ние отрезка AB записали следующим образом:

       (3)

Учитывая, что CA = 0, из уравнения (3) получили со-
отношение для определения температуры ликвидуса:

     (4)

Также из уравнения (3) получили координату Cc :
 

         (5)

Аналогично из уравнения отрезка AH получаем тем-
пературу окончания затвердевания сплавов, содержа-
щих менее 0,1 % углерода:

   (6)

Значение координаты Cb определяется по формуле

          (7)

Подставив соотношения (5) и (7) в выражение (1) 
и учитывая, что TB = TH , получили выражение доли 
феррита в элементарном объеме раствора жидкая 
фаза  +  феррит:

            (8)

где TAH ≤ T < TAB при 0 < C ≤ 0,1 %. 
Темп выделения феррита описывается выражением

              (9)

В интервале температур между отрезками AH и NH 
сплав не претерпевает фазовых превращений. Происхо-
дит только охлаждение феррита.

В интервале температур, лежащем между отрезка-
ми NH и NJ, происходит перекристаллизация феррита 
в аустенит. Применив правило рычага и действуя ана-
логично предыдущему случаю, получили следующие 
выражения: определения температуры начала процесса 
перекристаллизации

    (10)

температуры конца превращения

     (11)

доли аустенита в растворе феррит + аустенит

            (12)

и темпа образования аустенита

             (13)

При температуре ниже TNJ происходит охлаждение 
аустенита.

С учетом происходящих фазовых превращений 
функцию cэф(T) для сталей с начальной концентрацией 
углерода менее 0,1 % представили следующим образом:

Рис. 1. Фрагмент линеаризованной диаграммы Fe – C:
1 – жидкая фаза; 2 – феррит; 3 – жидкая фаза + феррит; 

4 – феррит + аустенит; 5 – жидкая фаза + аустенит; 6 – аустенит
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     (14)

здесь L1 и L2 – теплоты превращений жидкая фаза – фер-
рит и феррит – аустенит.

0,1 % < C ≤ 0,16 %. Затвердевание сплава с исход-
ной концентрацией углерода от 0,1 до 0,16  % сначала 
протекает так же, как и в предыдущем случае. Темпе-
ратура начала затвердевания TAB определяется форму-
лой  (4), доля феррита в растворе жидкая фаза + фер-
рит  –  формулой (8).

Доля феррита в растворе возрастет до тех пор, пока 
температура сплава не достигнет значения TH = TJ = TB =
=  1499  °С. В этой точке сплав состоит из высоко-
температурного феррита с концентрацией углеро-
да 0,1  % и жидкой фазы с концентрацией углерода 
0,5  %. В результате перитектической реакции между 
этими фазами образуется аустенит с концентрацией 
углерода СJ  =  0,16  %. Тепловой эффект этой реакции 
составит

         (15)

где Lп – удельная теплота перитектического превраще-
ния.

Следует отметить, что теплота Q1 в этой реакции 
выделятся при постоянной температуре TJ .

После окончания перитектической реакции остав-
шийся в избытке феррит при охлаждении перекристал-
лизовывается в аустенит. Процесс кристаллизации за-
вершается на линии NJ, когда образуется однофазная 
структура γ-фазы. Температура окончания кристал-
лизации в этом случае определяется формулой (11), а 
доля аустенита в растворе феррит + аустенит и темп 
кристаллизации – формулами (12) и (13).

Таким образом, функцию cэф(T) для сталей с кон-
центрацией углерода от 0,1 до 0,16 % записали следую-
щим образом:

      (16)

здесь δ(T) – функция Дирака.

0,16 % < C ≤ 0,5 %. При исходной концентрации 
углерода в стали 0,16 – 0,5 % начальный этап затвер-
девания протекает в интервале между отрезками AB 
и JB диаграммы Fe – C и описывается формулами (4), 
(8) и (9). При температуре 1499  °С происходит пери-
тектическая реакция, в результате которой выделяет-
ся аустенит. Тепловой эффект перитектической реак-
ции составит

        (17) 

где ψ3(TJ , C) – доля аустенита в растворе жидкая 
фаза  +  аустенит.

В этом случае теплота Q2 также выделяется при по-
стоянной температуре TJ .

После окончания перитектической реакции до кон-
ца затвердевания происходит выделение кристаллов 
аустенита из жидкой фазы. Используя правило рычага, 
согласно диаграмме Fe – C, участок 0,16 % < C < 0,5 %, 
получили следующие выражения: 
определения доли аустенита в растворе жидкая 
фаза  +  аустенит

  (18)

расчета темпа кристаллизации 

     (19)

определения температуры окончания затвердевания

             (20)

Таким образом, при исходной концентрации углеро-
да от 0,16 до 0,5 % коэффициент эффективной теплоем-
кости можно записать в виде

 

 (21) 

здесь L3 – теплота превращения жидкая фаза – аусте-
нит.
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Графики полученных зависимостей коэффициента 
эффективной теплоемкости (14), (16) и (21) приведены 
на рис.  2. В расчетах функцию Дирака аппроксимиро-
вали выражением

где a – эмпирический коэффициент.
При этом приняли cм = 690 Дж/(кг·К), L1  =  275  000  Дж/кг 

[2], L2 = 21  000 Дж/кг [2], a = 0,75. Значение теплоты пе-
ритектического превращения в научно-технической ли-
тературе не найдено, поэтому величину Lп определяли 
по известным из работ [3, 4] экспериментальным дан-
ным о количестве теплоты, выделяющемся в процессе 
кристаллизации сталей с содержанием углерода менее 
0,5  %. Полученное значение составило 86 000 Дж/кг.

Как следует из рис. 2, характер кривой коэффици-
ента эффективной теплоемкости в значительной мере 
зависит от исходной концентрации углерода в стали.

Для анализа процесса затвердевания и охлаждения 
сталей с содержанием углерода менее 0,5 % рассмотрели 
затвердевание образца в виде термически тонкого тела 
толщиной 2S, который охлаждается при заданном удель-
ном потоке тепла q на поверхности. В этом случае про-
цесс затвердевания описывается следующим уравнением:

         (22)

где cэф определяется по формулам (14), (16) или (21) 

в зависимости от исходной концентрации углерода; 
ρ  –  плотность.

В начальный момент времени имеем T(0)  =  T0  >  TAB . 
Решение этого уравнения получили методом конеч-
ных разностей:

         (23)

Расчет по формуле (23) проводили при следующих 
исходных данных: S = 1 мм, T0 = 1550 °C, ρ  =  7300  кг/м3, 
q  =  1,0  МВт. При расчете рассматривали процесс за-
твердевания сталей, принадлежащих к каждой из рас-
смотренных в настоящей работе групп, т.е при содержа-
нии углерода 0,05, 0,13 и 0,33 %.

На рис.  3 приведены результаты расчета в виде 
кривых охлаждения и изменения эффективной тепло-
емкости в процессе охлаждения. Как видно, характер 
кривой охлаждения тесно связан с изменением эффек-
тивной теплоемкости.

Выводы. Получены формулы, описывающие эффек-
тивную теплоемкость стали, которые можно применить 
при моделировании процесса затвердевания стали с со-
держанием углерода менее 0,5 %.
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Аннотация. Рассмотрена корреляция термодинамических свойств (активности) жидких растворов с физическими свойствами (термоЭДС) 
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Параметр «термодинамическая активность» ввел 
Дж.Н. Льюис более 100 лет назад. Химический потен-
циал μi i-го компонента в реальном растворе с тех пор 
записывается следующим образом:

          (1)

где  и ai – химический потенциал в стандартном сос-
тоянии и термодинамическая активность i-компонента; 
R  –  универсальная газовая постоянная; Т – абсолютная 
температура.

Выражение (1) было написано по аналогии с урав-
нениями для химического потенциала идеальных раст-
воров:

– для разбавленных растворов

         ; (2)

– для совершенных растворов

         (3)

где  – постоянная, зависящая от температуры, имею-
щая смысл химического потенциала при концентрации, 
равной единице при условии, что раствор сохраняет 
свойства разбавленного; Ci – концентрация, выраженная 
в любых единицах; Ni – мольная доля i-го компонента.

Хотя введение параметра активности было формаль-
ным, оно оказалось полезным для дальнейшего разви-
тия теории растворов.

Используя активности, можно получить соотно-
шения, описывающие поведение реальных растворов, 

* Работа выполняется в соответствии с реализацией Мино-
брнаукой федеральной целевой программы «Научные и науч-
но-педагогические кадры инновационной России». Соглашение 
№  14.132.21.1661.


