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Аннотация. Рассмотрена проблема изменения размеров частицы новой фазы в процессе ее роста в двухкомпонентном сплаве. Частица фор-
мируется из продуктов химических реакций, проходящих на границе раздела фаз. Обобщенная математическая модель роста частицы 
включает уравнения диффузии для каждого из компонентов фазы и массопереноса в граничном слое, а также уравнение, характеризую-
щее  изменение  размеров  растущей  частицы. Предложен подход,  позволяющий  осуществить  редукцию обобщенной модели  к  системе 
дифференциальных уравнений, описывающих состояние растущей частицы. Полученная система уравнений послужила основой для раз-
работки численного метода определения изменения радиуса сферической частицы в зависимости от времени. Вычислительная схема ме-
тода включает конечно-разностные аналоги уравнений с дополнительно введенными регуляризирующими функционалами. Привлечение 
регуляризирующего подхода обеспечивает устойчивость вычислительной схемы метода относительно накапливаемых вычислительных 
погрешностей. Такой подход к разработке метода определения изменений радиуса частицы впервые позволил преодолеть ограничения 
по  продолжительности наблюдения за изменением радиуса частицы. С целью проверки надежности, эффективности предложенного мето-
да определения изменений радиуса частицы и получения экспериментальных оценок отклонений найденных радиусов от действительных 
значений проведены вычислительные эксперименты. В ходе экспериментов определены изменения радиуса частицы в различные моменты 
времени с помощью предложенного численного метода. Проведен сравнительный анализ найденных радиусов с тестовыми значениями 
и  получены экспериментальные оценки отклонений вычисленных радиусов от тестовых функций. Результаты экспериментов и сравни-
тельного анализа подтверждают надежность и достаточный уровень точности разработанного численного метода. 
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 Введение

Изучение процесса роста кристаллов в многокомпо-
нентном расплаве является важной практичес кой и тео-
ретической проблемой. Фундаментальные теоретичес-
кие  исследования  принадлежат А.Н.  Колмогорову  [1], 
М.  Аврами  [2],  М.  Фольмеру  [3].  Различным  методам 
математического моделирования роста частиц в много-
компонентных расплавах и исследования структур ча-
стицы посвящены работы [4 – 9].

Важной  проблемой,  возникающей  при  использо-
вании  вычислительных  алгоритмов,  разработанных 
на основе существующих подходов, является быстрое 
накопление  вычислительных  ошибок  и,  как  следст-
вие, потеря точности. В результате расчеты проводятся 
только на начальной фазе роста частицы. Для дальней-
шего вычисления требуется разработка новых числен-
ных методов определения радиуса.

В  последние  годы  результаты  математических  ис-
следований  широко  используются  в  прикладных  ис-
следованиях. Использование математического аппарата 
позволяет  решать  прикладные  задачи  на  качественно 
более высоком уровне [10 – 14], а разработка методов 
решения задач тепло- и массопереноса, устойчивых от-
носительно  возникающих погрешностей,  является  ак-
туальной научно-технической задачей [15 – 19]. 

В  настоящей  работе  рассматривается  математи-
ческая  модель  задачи  измерения,  связанной  с  ростом 
частицы  в  процессе  производства  стали.  Предложен 
численный метод  расчета  радиуса  растущей  частицы. 
Расчетная  схема  основана  на  использовании  конечно-
разностных уравнений и методе регуляризации. Приме-
нение регуляризирующего подхода обеспечивает устой-
чивость  вычислительной  процедуры.  Эффективность 
предложенного метода была проверена с помощью экс-
периментов, результаты которых подтверждают устой-
чивость и точность вычислительной процедуры. 

 Математическая модель процесса

Расплав  содержит  m  химических  реагентов  Q1 , 
Q2 ,  ...,  Qm ,  которые  взаимодействуют  друг  с  другом 
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в  химических реакциях, протекающих на поверхности 
частицы:

где  nij  –  стехиометрические  коэффициенты  реакций; 
Рk  – продукт реакции.

Образование  продуктов  реакций P1 , P2 ,  ..., Pk  вы-
зывает рост включения. Рост частицы осуществляется 
одинаково  во  всех  направлениях.  Включения  имеют 
сферическую форму. 

Предполагая, что начальное распределение парамет-
ров  (концентрации  компонентов,  скорости,  температу-
ры) состояния системы имеет сферическую симметрию, 
то и  распределение  всех характеристических парамет-
ров имеет сферическую симметрию в любое время. 

Введем сферическую систему координат с центром в 
центре растущей частицы, используя следующие обоз-
начения: r – расстояние от центра частицы до текущей 
точки расплава; t – время; Φ – фаза растущей частицы; 
Ψ – фаза раствора, окружающая частицу; R(t)  – ра диус 
частицы; MPi

 – молярная масса продукта Pi ; MQj  
– моляр-

ная масса реагента Qj ; ρΦ и ρΨ – плотность фаз Φ  и  Ψ.
Функция   (r,  t)  характеризует  массовую  концент-

рацию  компонентов  Pi ,  а  функция   (r,  t)  соответст-
вует  массовой  концентрации  реагента  Qj .  Исходя  из 
предположений математической модели,  закона Фика, 
и следуя подходу, предложенному в работе [6], получа-
ем, что после замены переменных x  =  r/R рассмат ривае-
мая  математическая  модель  роста  частицы  включает 
следую щие уравнения: 

– уравнение диффузии для фазы Φ:

        (1)

– уравнение диффузии для фазы Ψ:

  (2)

– уравнения массопереноса на границе раздела фаз:

     (3)

    (4)

– уравнение роста частицы:

              (5)

где R – радиус растущей частицы; R′  – скорость измене-
ния радиуса растущей частицы;    и   – коэффици-
енты диффузии величин Pi и Qj ; Ii – мольная скорость   

роста Pi , νi  =  MPi 
; νij  =  –MQj 

nij ;  ; Is  – моль-
ная скорость роста Ps ; νs – молярная масса Ps . 

В  этой модели  граничные  условия  имеют  следую-
щий вид:

    (6)

           (7)

где   – функция, постоянная во времени; F 
E  – внеш-

няя поверхность расплава. 
Кроме  того,  в  начальный  момент  времени  извест-

но, что величина R(0) = R0 . В рассматриваемой задаче 
требует ся  найти  функцию R(t),  характеризующую  ра-
диус растущей частицы.

 Метод определения радиуса частицы

Для  двукомпонентного  расплава  математическая 
модель задачи (1) – (7) составляется для двух реагентов 
Q1 ,  Q2 и двух компонентов P1 , P2 . Для расчета радиу-
са  частицы  достаточно  рассмотреть  соотношения  для 
фазы Φ.

Построение методом определения радиуса растущей 
частицы  в  двухкомпонентном  растворе  предлагается 
провести  следующим  образом.  Сначала  уравнение  (4) 
массопереноса подставим в выражение (5) роста части-
цы. Тогда формула (5) примет следующий вид:

Таким образом, определение радиуса частицы про-
водится на основе следующих соотношений:

 

        (8)

              (9)

           (10)
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       (11)

Далее перейдем к уравнениям конечно-разностного 
аналога задачи (8) – (11). Введем следующие обозначе-
ния: u* и u^ – функции   и  ; D* и D^ – функции    
и   . В области [0,  1] × [0  ,T ] введем конечно-разност-
ную сетку G:

Используя конечно-разностные аналоги частных про-
изводных [20], получаем, что соотношение  (8), включаю-
щее два уравнения диффузии, и уравнение  (9) примут вид:

  (12)

  (13)

   (14)

где   – концентрация первого компонента;   – кон-
центрация второго компонента в точке xn в момент вре-
мени ts ; Rs – радиус частицы в момент времени ts ; ρΦ  – 
плотность фазы Φ.

Для достижения устойчивости вычислительной схе-
мы в уравнения (13) и (14) вводят дополнительный ста-
билизирующий функционал, а шаги дискретизации h  и  τ 
выбираются в соответствии со специальными условия-
ми. Построенная  вычислительная  схема  предполагает 
решение  полученных  уравнений  относительно  пере-
менной, характеризующей время. Предложенный под-
ход послужил основой для разработки численного ме-
тода определения изменений радиуса час тицы. С цель ю 
проверки надежности, эффективности и устойчивости 
предложенного метода определения изменений радиу-
са частицы, а также для получения экспериментальных 
оценок отклонений результатов расчета радиусов Rδ от 
действительных значений проведены вычислительные 
эксперименты. 

 Результаты вычислительных экспериментов

В экспериментах надежность и  точность  вычисли-
тельной схемы были проверены путем сравнения чис-

ленных  результатов  расчета  радиуса  Rδ  роста  частиц 
с  тестовыми значениями R(t).

Первый  этап  экспериментов  включал  моделирова-
ние тестовых функций u* и u^, характеризующих мас-
совую  концентрацию  компонентов.  При  построении 
функций u* и u^ предполагали, что диффузионные про-
цессы были завершены в фазе Ψ, функции u* и u^ мас-
совой  концентрации на  поверхности фазы Φ приняли 
значения 0,020 и 0,002. Затем, используя уравнения (12) 
и (13), тестовые значения R(t) и условия (10) и (11), вы-
полнили численное моделирование функций u* и u^.

Далее  проведено  численное  решение  задачи  опре-
деления  радиуса  растущей  частицы  (8  –  11).  Решение 
Rδ  задачи  (8  –  11) находили с помощью предложенного 
метода. В  завершение  проведен  сравнительный  анализ 
полученных результатов Rδ с тестовыми значениями R(t).

Для сравнения численного решения Rδ с тестовыми 
функциями  R(t),  для  получения  экспериментальных 
оценок погрешности метода была использована функ-
ция ΔR , определяемая по следующей формуле:

ΔR = | Rδ  –  R(t) |.

На  рисунке  приведены  результаты  экспериментов 
для некоторых тестовых функций, на котором исполь-
зуют следующие обозначения: Rm  –  тестовая функция 
R(t); Rδ – численное решение задач (8 – 11). 

 Выводы

Рассмотрена математическая модель роста частицы 
в двухкомпонентном расплаве. Исходная задача сводит-
ся к системе параболических уравнений с граничными 
условиями  Дирихле,  Неймана  и  обычных  дифферен-
циальных  уравнений,  характеризующих  рост  вклю-
чения.  Для  решения  полученной  задачи  предложен 
численный  метод,  состоящий  из  конечно-разностных 
уравнений и регуляризирующих операторов, обеспечи-
вающих устойчивость метода определения радиуса ча-
стицы. Эффективность и достаточный уровень точности 
метода подтверждаются результатами вычис лительных 
экспериментов. Результаты исследований служат осно-
вой для разработки методов обработки информации, ис-
пользуемой при определении роста час тиц.
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Результаты численного решения задачи роста частицы:
a и б – сравнение величины Rδ ( ) с тестовыми значениями ( ) R(t) = R0 + 0,02  и график функции погрешности ΔR ; 

в и г – сравнения найденного радиуса Rδ ( ) с тестовыми значениями ( ) R(t) = R0 + 0,18[1 – (0,013t)–5] и график функции погрешности ΔR

Results of numerical solution of the particle growth problem:
a and б – comparison of Rδ values ( )  with test values ( ) R(t) = R0 + 0.02  and graph of the error function ΔR ; 

в and г – comparison of the found radius Rδ ( ) with test values ( ) R(t) = R0 + 0.18[1 – (0.013t)–5] and graph of the error function ΔR
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METHOD FOR DETERMINING PARTICLE GROWTH DYNAMICS
IN A TWO-COMPONENT ALLOY

N.M. Yaparova

South Ural State University (NRU), Russia, Chelyabinsk

Abstract. The paper  deals with  issue  of  particle  growth  in  a  two-com-
ponent alloy. The particle  is  formed from the products of chemical 
reactions that occur at the phase boundary. Generalized mathematical 
model of particle growth includes diffusion equations, mass transfer 
equations  in boundary layer, and equation characterizing change in 
radius of the growing particle. The paper proposes an approach that 
allows reduction of the initial issue to system of PDEs and ODE that 
describes the state of growing particle. This approach provides basis 
for developing numerical method for calculating radius of growing 
particle as a function of time, based on the obtained equations. The 
computational  scheme  involves  the  finite-difference  analogues  of 
equations with an additional regularizing functional that ensure sta-
bility of the method with respect to accumulated computational error. 
In order  to verify relia bility of  the proposed computational scheme 
and  to  obtain  experimental  error  estimates  of  numerical  solutions, 
computational experiments were carried out. In the experiments, ra-
dius of growing particle  is determined with  respect  to  the  time via 
the  proposed method. Also,  comparative  analysis  of  the  calculated 
radius with test values was carried out and experimental estimates of 
deviations of the calculated radius from the test functions were ob-
tained. The results of the experiment presented in the work indicate 
sufficient accuracy of the developed numerical method.

Keywords: multicomponent alloy, particle growth, new phase  formation, 
diffusion equation, mass transfer, numerical method, regularization, 
error estimate.
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