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Аннотация. Согласно равновесным диаграммам состояния при охлаждении расплава до температуры ниже температуры ликвидуса составы 
жидкой и твердой фаз однозначно определяются соответствующими кривыми на диаграмме. Чтобы наступило равновесие, необходимо, 
чтобы расплав выдерживался бесконечно долго при каждой температуре или коэффициенты теплопроводности жидкой и твердой фаз, 
а  также коэффициенты диффузии их компонентов были бесконечно велики. Была предпринята попытка выяснить, как эти процес-
сы происходят в реальности. Рассматривается рост отдельного кристалла при охлаждении двухкомпонентного расплава. Построена 
математическая модель, базирующаяся на следующих положениях: выделена область расплава с объемом, приходящимся на одно зер-
но, периферия которого охлаждается по определенному закону; в начальный момент времени в жидкости находится зародыш кристалла 
некоторого минимального размера; у поверхности кристалла составы жидкой и твердой фаз соответствуют диаграмме состояния для 
рассматриваемой температуры на его поверхности; изменение температуры и состава в жидкой и твердой фазах происходят по зако-
нам теплопроводности и диффузии соответственно. По мере охлаждения расплава и роста кристалла жидкая фаза обогащается одним 
компонентом и обедняется другим, твердая фаза – наоборот. Коэффициенты диффузии компонентов в твердой фазе малы, поэтому не 
происходит полного выравнивания состава по его сечению. Предлагаемая в настоящей работе модель позволяет исследовать это явле-
ние, рассчитать для каждого режима охлаждения состав кристалла по мере удаления от его центра. Расчеты показали, что выравнивание 
температуры происходит практически мгновенно, выравнивание состава жидкой фазы значительно медленнее. Выравнивания состава 
твердой фазы в обозримое время практически не происходит. Результаты работы помогут улучшить технологию получения сплавов 
с  оптимальной структурой. 
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 Введение

Ликвационные процессы оказывают большое влия
ние на структуру и качество закристаллизовавшегося 
металла [1 – 12]. Перспективным методом их изучения 
является математическое моделирование изучаемых яв-
лений.

Целью настоящей работы является детальное изу
чение механизма ликвации. Рассматривается много-
компонентный жидкий расплав, который подвергается 
охлаждению с периферии. При охлаждении ниже тем-
пературы ликвидуса в расплаве появляются и растут 
зародыши твердой фазы. По мере охлаждения расплава 
в соответствии с диаграммой состояния системы равно-
весный состав каждой твердой частицы и окружающе-
го ее жидкого расплава должен непрерывно меняться. 
Однако равновесие в реальных металлургических про-
цессах не достигается. Поэтому интересно выяснить, 
каким будет состав «выросших» частиц твердой фазы  – 
зерен остывшего металла. 

 Постановка задачи

Рассмотрим модельный пример процесса остывания 
двухкомпонентного расплава компонентов A и B с не-
которой диаграммой состояния. Выделим из расплава 
растущую частицу твердой фазы и рассмотрим (рис.  1) 
систему, состоящую из этой частицы и окружающего ее 
расплава (части всего расплава, приходящегося на эту 
частицу).

По мере остывания всего расплава будет остывать 
и периферия рассматриваемой системы (рис.  1). Тем-
пература ее изменяется по закону Tsur  =  Tsur (t). Будем 
также считать, что, хотя настоящего равновесия в рас-
сматриваемой системе нет, однако непосредственно 
на поверхности раздела фаз всегда устанавливается 
локальное равновесие. Поэтому концентрации  и 

 компонента B для жидкой и для твердой фаз для ка-
ждой температуры можно определять по равновесной 
диаграмме состояния.

Математическая модель, описывающая процессы 
в  системе, будет состоять из уравнений теплопроводнос
ти и диффузии в обеих фазах, формул, описывающих 
процессы, происходящие на поверхности раздела жид-
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кой L и твердой S фаз, а также из граничных и началь-
ных условий.

 Математическая модель системы

В соответствии с общей теорией роста частицы про-
дуктов гетерофазных химических реакций, изложенной 
в работе [13], уравнения теплопроводности и диффузии 
компонента B имеют следующий вид:

– для твердой фазы S
1) уравнение теплопроводности:

	            	 (1)

2) уравнение диффузии компонентов фазы:

	            	 (2)

– для жидкой фазы L
1) уравнение теплопроводности:

   (3)

2) уравнение диффузии компонентов:

     (4)

где c – массовая доля компонента B в рассматриваемой 
точке; ρ – плотность; λ – коэффициент теплопроводнос
ти; cP – удельная теплоемкость; D – коэффициент диф-
фузии; индекс  указывает, что величина относится 
к  поверхности раздела фаз.

Вторые слагаемые в правых частях уравнений (3), 
(4) возникают из-за того, что растущая частица твердой 
фазы «расталкивает» жидкую фазу, вызывая ее механи-
ческое движение. Основные уравнения для поверхнос
ти раздела фаз имеют вид:

1) уравнение теплопередачи:

         (5)

2) уравнения массопереноса компонентов фаз:

	     	 (6)

	    	 (7)

3) условия равновесия:

		      	 (8)

4) уравнение роста частицы твердой фазы:

		        	 (9)

где ΔHA , ΔHB   – удельные энтальпии перехода компо-
нентов A, B из твердой фазы в жидкую; IA , IB – массо-
вые скорости переходов компонентов из жидкой фазы 
в твердую в расчете на единицу площади поверхности 
раздела фаз. 

Эти величины определяют рост частицы и заранее 
неизвестны. Они должны определяться решением этой 
системы уравнений. Функции φS (T), φL (T) определяют-
ся из диаграммы состояния рассматриваемой системы.

 Метод решения

Граница раздела фаз L и S является движущейся, что 
делает решение системы уравнений крайне тяжелой за-
дачей. Чтобы избежать этого, был использован метод 
выпрямления фронтов  [14]. Далее был применен метод 
конечных разностей  [15  –  17]: построена двумерная сет-
ка и все уравнения записывали в разностной форме. Был 
разработан алгоритм решения полученной разностной 
задачи и составлена компьютерная программа, позво

Рис. 1. Схема модели: 
S – твердая фаза; L – жидкая фаза;  – потоки 

компонентов A, B в фазах S, L; r – расстояние от текущей точки до 
центра растущей частицы; T – температура в текущей точке; 

cB – концентрация (доля) компонента B в текущей точке; t – время; 
R – радиус растущей частицы твердой фазы; Rsur – радиус перифе-

рии раствора

Fig. 1. Model’s scheme: 
S – solid phase; L – liquid phase;  – flows of 

components A, B in phases S, L; r – distance from the current point to 
the center of the growing particle; T – temperature at the current point; 

cB – concentration (the mass fraction) of the component B at each point; 
t – time; R – radius of the growing solid particle; Rsur – radius of the 

periphery of the solution
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ляющая рассчитывать состояние системы в любой мо-
мент времени и выводящая соответствующие графики.

 Пример расчета

Приведем исходные данные и результаты расчета 
роста частицы твердой фазы в системе Sn – Bi. Исход-
ные для расчета данные подбирали следующим обра-
зом.

По диаграмме (рис.  2) нашли координаты точек ASn , 
A1 , E, A2 , ESn , перевели мольные проценты в массовые 
доли, аппроксимировали эти линии квадратичными за-
висимостями и получили следующее:

  (10)

Расчет проводили для расплава с массовой долей 
висмута 20  % (c0  =  0,2). Температуры ликвидуса TL и 
солидуса TS такой системы равны соответственно 212,4 
и 144,5  °С.

Использовали следующие физические характерис
тики (через косую записаны значения для олова и вис-
мута; ΔH – удельная теплота плавления) компонентов 
системы [18 – 22]:

ΔH, Дж/кг –59 000/–11 300

 Дж/(кг·К) 243/127

 Дж/(кг·К) 240/140
ρS, кг/м3 7280/9800
ρL, кг/м3 6850/10 300
λS, Вт/(м·К) 65,80/8,37
λL, Вт/(м·К) 31,60/14,65

Коэффициенты диффузии компоненты висмута 
в  жидкой DL и твердой DS фазах были приняты  [23, 24] 
1·10–9 и 1·10–14 м2/с. 

Радиус всей системы приняли, исходя из пример-
ного объема расплава, приходящегося на одно зер-
но Rsur  =  10  мкм, исходный размер твердой частицы 
R0  =  10  нм. Считали, что в начальный момент вся сис-
тема находится при одной и той же температуре T0  =  TL , 
состав жидкой и твердой фаз везде одинаков и равен c0 .

Приведем результаты расчета для случая, когда пе-
риферию системы охлаждали со скоростью 10  °C/мин. 

 Результаты расчета

На рис. 3 приведены результаты расчета изменения 
радиуса растущей частицы твердой фазы со временем. 

Рост частицы происходит очень быстро. Уже через 
0,02  с объем твердой фазы составляет 50,3  % массы 
всей системы. Далее ее рост несколько замедляется, но 
через 5 мин он составляет уже 84,6  % от объема выде-
ленной для нее ячейки. 

Результаты расчетов показали, что температуры рас-
тущей частицы и ее жидкого окружения практически 
моментально выравниваются по сечению и далее сов-
падают с внешней температурой системы. Также быст-
ро происходит выравнивание состава жидкой фазы.

В то же время выравнивания состава твердой фазы 
за обозримое время не происходит. На рис.  4 приведе-
ны результаты расчета распределения концентрации 
висмута по сечению растущей частицы. Это объясня-

Рис. 2. Диаграмма равновесия системы Sn – Bi

Fig. 2. Equilibrium state diagram of Sn – Bi system

Рис. 3. Рост радиуса частицы твердой фазы

Fig. 3. Growth of radius of the solid phase particle

Рис. 4. Распределение концентрации висмута по сечению твердой 
фазы через 100 с

Fig. 4. Distribution of Bi concentration over the solid phase cross 
section after 100 s
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ется тем, что коэффициент диффузии в твердой фазе на 
несколько порядков меньше коэффициента диффузии 
в  жидкой фазе. 

 Выводы

Проведены расчеты для микрообъемов расплава, 
окружающих растущие частицы твердой фазы. Целью 
расчетов было выявление возможных неоднородностей 
в распределении температуры и состава в процессе ох-
лаждения металла. Выравнивание температуры проис-
ходит практически мгновенно, а выравнивание состава 
жидкой фазы значительно медленнее. Однако выравни-
вания состава твердой фазы в обозримое время практи-
чески не происходит. Для более точного изучения этого 
процесса необходимо более точное знание коэффици-
ентов диффузии компонентов системы в жидкой и осо-
бенно в твердых фазах. Значительно улучшило бы точ-
ность знание зависимости коэффициентов диффузии от 
температуры. Однако такие данные в имеющейся на се-
годняшний день литературе практически отсутствуют.

Расчеты показали, что определяющее значение в ха-
рактере протекания процессов тепло- и массопереноса 
играет температура окружающей систему среды и за-
кон ее изменения. При кристаллизации реального слит-
ка в изложнице или в установке непрерывной разливки, 
в различных микрообъемах, на различном удалении от 
краев слитка характер снижения температуры будет 
различным. По различному будет протекать и рассма-
триваемый процесс в соответствующих микрообъе-
мах. В дальнейшем планируется рассмотреть системы 
с  большим числом компонентов и учесть случаи огра-
ниченной растворимости или полной нерастворимости 
некоторых компонентов в твердой фазе.
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APPLICATION OF EQUILIBRIUM PHASE DIAGRAMS FOR CALCULATION 
OF SEGREGATION KINETICS DURING TWO-COMPONENT MELT COOLING

A.D. Drozin, E.Yu. Kurkina

South Ural State University, Chelyabinsk, Russia

Abstract. According to the equilibrium state diagrams, when the melt is 
cooled to a certain temperature below liquidus, compositions of liquid 
and solid phases are uniquely determined by corresponding curves in 
the diagram. However, it does not happen in reality. For equilibrium 
(which the diagram describes), it is necessary that the melt is main-
tained indefinitely at each temperature, or thermal conductivity of liqu
id and solid phases, and the diffusion coefficients of their components, 
are infinitely large. We made an attempt to find out how these process-
es occur in reality. In this work, we consider the growth of individual 
crystal during cooling of a two-component melt. Mathematical model 
is constructed based on the following. 1. The melt area with volume 
corresponding to one grain, the periphery of which is cooled according 
to a certain law, is considered. 2. At the initial instant of time, a crystal 
nucleus of a certain minimum size is in the liquid. 3. At the surface of 
crystal, compositions of liquid and solid phases correspond to equilib-
rium state diagram at a given temperature on its surface. 4. Changes 
in temperature and composition in liquid and solid phases occur ac-
cording to the laws of heat conduction and diffusion, respectively. As 
the melt gets cold and the crystal grows, the liquid phase is enriched 
in one component and depleted in another, the solid phase  – on the 
contrary. Since the diffusion coefficients of the components in the solid 
phase are small, the composition of the crystal does not have time to 
completely equalize its cross section. The model proposed in the work 
allows us to study this phenomenon, to calculate for each cooling mode 
how the composition of the crystal will vary over its cross section. 
The calculations have shown that the temperature equalization occurs 
almost instantly, and composition of the liquid phase equalizes much 
slower. Equalization of the solid phase composition does not occur in 
the foreseeable time. The results of the work will help to improve tech-
nology of generation of alloys with an optimal structure.

Keywords: state diagram, local equilibrium, segregation, crystal growth, 
phase transition, mathematical model, diffusion, thermal conducti
vity.
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