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Аннотация. Рассмотрены основное разложение термодинамики малоконцентрированных бинарных сплавов и термодинамические параметры 
взаимодействия первого, второго и третьего порядков в этих сплавах. По экспериментальным термодинамическим данным о концентра-
ционной зависимости избыточного химического потенциала примеси в жидких сплавах бинарных систем оценены значения параметров 
взаимодействия первого и второго порядков в 37 таких системах. Оценки получены методом численного дифференцирования. Этот метод 
основан на первой интерполяционной формуле Ньютона. Приведены расчетные формулы для соответствующих оценок. Предложена прос-
тейшая теория,  связывающая  значение термодинамического параметра взаимодействия второго порядка с параметром взаимодействия 
первого порядка в жидких сплавах определенной системы. Эта теория основана на решеточной модели раствора и принципах статистичес-
кой механики. В качестве модельной решетки принята решетка ГЦК. Использована модель парного взаимодействия между металличес-
кими атомами в сплаве. Радиус взаимодействия соответствует радиусу ближайшей координационной сферы решетки. С помощью пред-
ложенной теории рассчитаны значения термодинамических параметров второго порядка для всех 37 рассмотренных в настоящей работе 
систем, а также значения параметров взаимодействия третьего порядка для 23 систем из числа вышеупомянутых тридцати семи. Для этих 
23 систем теоретические оценки параметров взаимодействия второго порядка согласуются с экспериментальными как по знаку, так и по 
порядку величины. Это обстоятельство может рассматриваться как свидетельство в пользу применимости, в принципе, метода чис ленного 
дифференцирования для оценки значений термодинамических параметров взаимодействия первого и второго порядков в жидких бинар-
ных сплавах. Точность оценки значений третьей производной методом численного дифференцирования представляется недостаточной. 
Это делает невозможным сопоставление расчетных значений параметров взаимодействия третьего порядка с экспериментальными, полу-
ченными методом численного дифференцирования. Можно предположить, что проделанные теоретические расчеты этих параметров дают 
представление о порядке величин указанных коэффициентов. 
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Рассмотрим бинарный сплав, включающий раство-
ритель  1 и примесь  2. Пусть с – концентрация примеси 
в сплаве, выраженная в мольных долях, a2  – термодина-
мическая активность примеси в растворе, γ2  – коэффи-  

циент активности примеси   Пусть γ2  →   при  
 

с  → 0,  где    –  начальное  значение  коэффициента  ак-
тивности. Примем условие нормировки γ2  =  1 при c  =  1. 
Тогда 

где R – универсальная газовая постоянная; T – абсолют-
ная температура;   – избыточный химический потен-
циал примеси.

 Основное разложение термодинамики малоконцен-
трированных бинарных сплавов записывается следую-
щим образом [1, 2] 

        (1)

где   – термодинамические параметры взаи-
модействия  первого,  второго  и  третьего  порядков  со-
ответственно.  Аналогично  определяются  термодина-
мические  параметры  взаимодействия  более  высоких 
порядков. Термодинамический параметр взаимодейст-
вия первого порядка часто называют вагнеровским [3] 
параметром взаимодействия.

Значения  термодинамических  параметров  взаи-
модействия могут представлять интерес с различных 
точек  зрения.  Рассмотрим  малоконцентрированные 
сплавы.  Под  малоконцентрированными  здесь  пони-
маются сплавы, для которых сходится разложение (1). 
Для таких сплавов при вычислении значения величи-
ны  ln γ2  допустимо использование  усечения  ряда  (1), 
т.  е.  замены  бесконечного  ряда  многочленом  конеч-
ной степени. Таким образом, зная значения термоди-
намических  параметров  взаимодействия,  можно  рас-
считывать термодинамические равновесия, в которых 
участвуют малоконценрированные сплавы. Примером 
может  служить  расчет  термодинамической  стабиль-
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нос ти сплавов по отношению к спинодальному распа-
ду [2, 4].

С  другой  стороны,  по  значениям  термодинамичес-
ких  параметров  взаимодействия  можно  осуществлять 
проверку  различных  теорий  и  моделей  межатомного 
взаимодействия  в  сплавах,  так  как  эти параметры не-
посредственно связаны с потенциалами такого взаимо-
действия. Эти теории можно разделить на три группы. 
К первой группе относятся термодинамические теории. 
Примером  таких  теорий  являются  теории  регуляр-
ных  [5] и субрегулярных [6] растворов.

Вторую группу составляют теории, основанные на 
принципах статистической механики. Хронологически 
одной из первых таких теорий является квазихимичес-
кая [7]. За ней следуют теории, основанные на методе 
моментов Кирквуда [8] и его обобщении [9]. Сюда же 
примыкают теории, рассматривающие высокотемпера-
турные разложения корреляционных функций  [10,  11]. 
Существуют  также  статистические  теории  малокон-
центрированных сплавов, основанные на методе груп-
пового  разложения  [12,  13].  По  значениям  термодина-
мических  параметров  взаимодействия  можно  также 
проверять результаты численных расчетов термодина-
мических  функций  бинарных  сплавов,  выполненных 
методом Монте-Карло.

Третью  группу  теорий,  проверяемых,  в  принципе, 
по значениям термодинамических параметров взаимо-
действия,  могут  составить  теории,  базирующиеся  на 
современной  электронной  теории  сплавов.  В  первую 
очередь это модели, основанные на теории функциона-
ла электронной плотности [14, 15].

Заметим, что в рамках общих теорий могут реализо-
вываться многочисленные частные модели. 

Как было сказано выше, термодинамические параме-
тры взаимодействия могут быть рассмотрены в  рамках 
модельных  представлений  с  помощью  статис тической 
механики.  При  этом  получаются  формулы,  связываю-
щие эти параметры с эффективным потенциа лом межа-
томного  взаимодействия  в  рамках  решеточной модели 
раствора. Такие результаты получены в отношении па-
раметров  взаимодействия  первого,  второго  и  третьего 
порядков [12], а в дальнейших работах автора [12] так-
же в отношении параметров взаимодействия четвертого 
и пятого порядков. Однако сами по себе эти результаты 
представляют  собой  умозрительные  теории,  имеющие 
лишь  формально-математическое  значение.  Чтобы  по-
нять природу реальных сплавов, необходимо обратиться 
к эмпирическому материалу. С этой точки зрения инте-
рес представляют лишь параметры взаимодействия, зна-
чения которых могут быть достаточно точно оценены, 
исходя из экспериментальных термодинамических дан-
ных. К таким параметрам безусловно относятся вагне-
ровские  параметры  взаимодействия  в  твердых  [15,  16] 
и жидких  [17] металлических раст ворах. Возможно, что 
к ним также относятся термодинамические параметры 
взаимодействия  второго  порядка  в  кристаллических 

сплавах [16]. Одной из основных целей настоящей рабо-
ты является оценка значений параметров взаимодейст-
вия первого и второго порядков по экспериментальным 
данным в жидких бинарных сплавах. 

В  работе  [17]  предложен  простой  способ  оценки 
вагнеровских параметров взаимодействия в бинарных 
сплавах  методом  численного  дифференцирования, 
основанном  на  первой  интерполяционной  формуле 
Ньютона [18, 19]. Рассмотрим функцию y(c)       . Про-
интерполируем  эту  функцию  по  системе  q  +  1  равно-
отстоящих  узлов  с шагом  интерполяции  h  на  отрезке 
0  ≤  c  ≤  qh, где q – натуральное число. При этом i-й узел 
интерполяции  приходится  на  концентрацию  примеси 
ci  =  ih,  где  i  =  0,  1,  2,  …  q. Обозначим y(ci )  =  yi . Конеч-
ную разность порядка m в i-м узле интерполяции мож-
но определить рекуррентным образом:

Δm yi = Δ m – 1 yi + 1 – Δ m – 1 yi ,

где Δ1 yi   Δ yi = yi + 1 – yi , Δ0 yi   Δ yi .
Таким образом, Δ  есть  символ оператора конечной 

разности,  Δm  –  символ  оператора  конечной  разности 
порядка m. Оператор Δm можно рассматривать как m-ю 
степень оператора Δ.

Запишем  интерполяционный  многочлен  согласно 
первой интерполяционной формуле Ньютона  [18].  За-
тем продифференцируем этот многочлен и найдем про-
изводную в точке с  = 0, т. е. в нулевом узле интерполя-
ции. Выразим результат через конечные разности Δm y0 
в нулевом узле интерполяции. Подставим полученный 
результат в определение вагнеровского параметра взаи-
модействия как производной. Отсюда находим расчет-
ную формулу [16, 17]

                (2)

В работе [16] аналогичным образом была получена 
расчетная формула  для  значения  термодинамического 
параметра взаимодействия второго порядка:

         (3)

При q = 10 из формулы (3) получаем [16]:

  (4)

Формулой (4) можно пользоваться и при q  <  10, если 
учесть  в  ней  лишь  члены,  содержащие  конечные  раз-
нос ти порядка не выше q.



715

В работе [17] показано, что применительно к форму-
ле (2) целесообразно выбрать значение q, минимизирую-
щее отношение

                    (5)

В настоящей работе в формулах  (3) и  (4)  также ис-
пользовано значение q, минимизирующее отношение  (5).

Заметим, что,  если отношение  (5) минимизируется 
при значении q = 0, то в формуле (2) следует использо-
вать q = 1. Аналогично, если отношение (5) минимизи-
руется при значениях q = 0 или q = 1, то в формуле (3) 
и  (4) следует использовать q = 2.

В  настоящей  работе  для  всех  систем,  за  исключе-
нием  Hg – Zn  и  Hg – Cd,  использовано  значение  шага 
интерполяции  h  =  0,1.  Оценки  термодинамических 
параметров взаимодействия методом численного диф-
ференцирования,  сделанные по формулам  (2) и  (4) на 
основании  экспериментальных данных  [20]  о  концен-
трационной  зависимости  избыточного  химического 
потенциала  примеси    в  жидких  бинарных  сплавах, 
приведены в табл.  1. В третьем столбце таблицы приве-
дены значения числа шагов интерполяции q, миними-
зирующие значение отношения (5). В скобках приведе-
ны значения q, используемые в формуле (4).

Бинарные  системы,  представленные  в  табл.  1,  выб-
раны, по существу,  случайно. В первую очередь в таб-
лицу вошли системы, оба компонента которых принад-
лежат одной группе и одной подгруппе периодической 
системы Менделеева. Кроме того, в таблицу включены 
системы, одним из компонентов которых являются желе-
зо или никель, так как эти элементы играют чрезвычайно 
важную роль в современной технологии. Случайно сюда 
оказались включены также системы Al – Ag и Ag – Al.

В качестве примера использования формул  (2) и  (4) 
приведем  расчет  термодинамических  параметров  вза-
имодействия  для  системы  Cu – Fe.  Вычисление  ко-
нечных  разностей  для  этой  системы  представлено  в 
табл.  2.  В  первом  столбце  таблицы  приведены  значе-
ния концентрации железа в сплаве, отвечающие узлам 
интерполяции функции y(ci ). Между двумя соседними 
концентрациями  оставлена  пустая  строка.  Во  втором 
столбце таблицы помещены значения yi  =  y(ci )  =  μFe (ci ) 
согласно данным работы  [20]. В  третьем столбце  таб-
лицы  помещены  конечные  разности  первого  порядка 
Δ1 yi      Δ yi  =  yi  +  1  –  yi .  Конечные  разности  первого  по-
рядка располагаются в строках, оставленных пустыми 
и  расположенными между  значениями  yi  и  yi  +  1 . Ана-
логичным образом заполняются столбцы со значения-
ми конечных разностей Δq yi порядка q. Таким образом 
находятся  значения  конечных  разностей  Δq y0  в  нуле-
вом  узле  интерполяции  с  =  0.  Этими  значениями  яв-
ляются те, которые занимают самые верхние позиции 
в каждом из соответствующих столбцов табл.  2. В по-
следней  строке  таблицы  помещены  округленные  зна- 
 

Т а б л и ц а  1

Термодинамические параметры взаимодействия 
в малоконцентрированных жидких бинарных сплавах

Table 1. Thermodynamic parameters of interaction 
in low-concentrated liquid binary alloys

Система 
1 – 2 T, К q

Расчет по данным 
работы [20], 

формулы (2) и (4)

Теория, 
формулы 
(6) и (7)

Cu – Fe 1823 4 –6,9 7,8 4,8 3,0
Fe – Cu 1823 3 –6,0 6,4 4,5 2,1
Al – In 1173 3 –5,9 5,3 4,4 2,0
Hg – Zn 298 1(2) –5,0 0,0 3,9 1,0
Zn – Cd 800 4 –4.7 8.7 3.6 0.7
Hg – Zn 573 3 –2,8 5,2 2,1 –0,3
Cu – Ag 1473 4 –2,6 2,0 1,9 –0,3
Cd – Zn 800 2 –2,4 1,2 1,7 –0,3
Na – K 384 2 –2,3 1,5 1,6 –0,3
K – Na 384 2 –1,5 0,4 1,0 –0,2
Co – Fe 1863 2 –1,2 0,8 0,8 –0,2
Al – Ag 1273 3 –0,9 2,5 0,5 –0,1
Sn – Pb 1050 5 –0,7 0,3 0,4 –0,1
Fe – Mn 1863 2 –0,6 0,3 0,3 –0,05
Mn – Fe 1863 2 –0,6 0,3 0,3 –0,05
Fe – Cr 1873 3 –0,4 1,1 0,2 –0,02
Al – Ga 1023 2 –0,3 0,1 0,2 –0,01
Ga – Al 1023 2 –0,3 0,1 0,2 –0,01
Ca – Mg 1200 3 0,8 –0,3 –0,3 –0,1
Sb – Bi 1200 1(2) 1,1 –0,1 –0,4 –0,2
Hg – Cd 298 1(2) 1,3 0,0 –0,4 –0,4
Ni – Fe 1873 1(2) 2,5 –0,1 –0,3 –1,5
Ag – Au 1350 3 2,6 –2,2 –0,2 –1,7
Ag – Al 1273 2 5,4 6,7 3,1 –6,4

Pb – Sn 1050 4 –7,9 12,4 4,9 –
Fe – Pd 1873 6 –7,0 10,5 4,9 –
Fe – Ni 1873 3 1,7 –7,2 –0,4 –
Fe – Si 1873 2 6,3 17,5 5,3 –

Pd – Fe 1873 1(2) –1,4 –0,1 0,9 –
Fe – Co 1863 3 0,9 –1,2 0,3 –
Au – Ag 1350 4 0,9 0,4 –0,3 –
Ni – Co 1750 1(2) 1,0 0,7 –0,4 –
Hg – Cd 600 1(2) 1,4 0,4 –0,4 –
Cd – Hg 600 3 3,1 –2,1 0,1 –
Au – Cu 1550 2 3,7 –1,9 0,6 –
Cu – Au 1550 2 3,7 –1,9 0,6 –
Fe – Al 1873 2 5,8 –3,9 4,0 –
Au – Fe 1473 3 9,4 –15,5 17,9 –

Физико-химические основы металлургических процессов
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чения отношения   . Из данных табл. 2 следуют 
 

значения  конечных  разностей  в  единицах  Дж/моль: 
Δ y0  =  –9318;  Δ2

 y0  =  2201;  Δ3
 y0  =  –280;  Δ4

 y0  =  –114; 
Δ5

 y0  =  –112;  Δ6
 y0  =  432.  Из  последней  строки  табл.  2 

следует,  что  значение  q,  минимизирующее  отноше-
ние  (5), приходится на q = 4. Для рассматриваемой сис-
темы формулы (2) и (4) принимают вид:

и

Результаты  расчета  по  этим  формулам  отражены 
в  соответствующей строке табл. 1.

Очевидно,  что  использование  метода  численного 
дифференцирования  для  оценки  параметров  взаимо-
действия  второго  порядка  требует  дополнительного 

обоснования,  так  как  правильность  оценки  при  обра-
ботке конкретных экспериментальных данных зависит 
от выбора шага интерполяции h, длины отрезка интер-
поляции qh и качества сглаживания исходных данных. 
С  целью такого обоснования были получены простей-
шие теоретические оценки параметров взаимодействия 

 для жидких бинарных сплавов всех рассмотренных 
в настоящей работе систем. При этом была использо-
вана  простейшая  решеточная модель жидкого  раство-
ра. В  качестве модельной решетки была взята решетка 
ГЦК. В качестве модели межатомного взаимодействия 
принята  модель  парного  взаимодействия.  Будем  счи-
тать,  что  радиус  этого  взаимодействия  отвечает  бли-
жайшей  координационной  сфере.  Рассмотрев  такую 
модель  с  позиций  статистической механики,  получим 
теоретическое выражение для термодинамического па-
раметра взаимодействия второго порядка. Это выраже-
ние связывает параметр   с вагнеровским параметром 
взаимодействия [12, 16]:

где z – координационное число ГЦК решетки (z = 12); 
τ  – число узлов ГЦК решетки, соседних по отношению 
к каждому из двух соседних между собой узлов (τ  =  4). 
Записанное  выше  выражение  может  быть  получено 
различными  методами  статистической  термодинами-
ки малоконцентрированных сплавов  [12],  в  том числе 
и  методом группового разложения [13].

Таким образом, в рассматриваемой простейшей мо-
дели раствора [12, 16] имеем:

            (6)

Результаты  расчетов  по  формуле  (6)  представлены 
в  шестом столбце табл. 1.

В первой части таблицы помещены 23 системы, для 
которых  экспериментальное  и  теоретическое  значение 
параметра   совпадает по знаку и хорошо согла суется 
по порядку величины. Во второй части таблицы находят-
ся четыре системы, для которых экспериментальное и  те-
оретическое  значение  этого  параметра  совпадает  лишь 
по знаку. В третьей части таблицы имеем 10 систем, для 
которых упомянутые значения отличаются по знаку. Та-
ким образом, для большинства рассматриваемых систем 
экспериментальное и  теоретическое  значение  термоди-
намического параметра взаимодействия второго поряд-
ка находятся довольно близко друг к другу. Это говорит 
в  пользу возможности использования метода численно-
го дифференцирования для оценки экспериментальных 
значений  термодинамических  параметров  взаимодей-
ствия  первого  и  второго  порядков  в жидких  бинарных 
сплавах для большинства рассмотренных систем.

При сопоставлении теории с экспериментом следует 
иметь в виду, что здесь имеем дело с физикой жидкос-

Т а б л и ц а  2

Значения конечных разностей (Дж/моль) 
для системы Cu – Fe

Table 2. Values of the finite differences (J/mole) 
for the system Cu – Fe

ci yi [20] Δyi Δ2 yi Δ3 yi Δ4 yi Δ5 yi Δ6 yi

0,0 35 733
–9318

0,1 26 455 2201
–7117 –280

0,2 19 338 1921 –114
–5196 –394 –112

0,3 14 142 1527 –226 432
–3669 –620 320

0,4 10 473 907 94 24
–2762 –526 344

0,5 7711 381 438 –593
–2381 –88 –249

0,6 5330 293 189 129
–2088 101 –120

0,7 3242 394 69 29
–1694 170 –91

0,8 1548 564 –22
–1130 148

0,9 418 712
–418

1,0 0

9318 1100 93 28 22 72
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ти,  где  теоретические  модели  очень  приближенные, 
а  зачас тую,  просто  условные.  С  другой  стороны,  ре-
зультаты термодинамического эксперимента также мо-
гут нести существенную погрешность. Поэтому оценки 
термодинамических параметров по результатам термо-
динамического эксперимента имеют, как правило, зна-
чительную экспериментальную неопределенность. Тем 
более, это относится к термодинамическим параметрам 
взаимодействия  второго  порядка,  которые  являются 
довольно тонкими термодинамическими характеристи-
ками. Поэтому при сопоставлении экспериментальных 
и  теоретических  значений  термодинамических  пара-
метров  взаимодействия  второго  порядка  невозможно 
ожидать математической точности. Достаточно совпа-
дения  по  порядку  величины. Смысл  понятия  порядка 
величины точно не определен и зависит от контекста. 
В  данном случае значения от 1 до 10 суть величины од-
ного порядка, так же как значения от 0 до 1. Исключе-
ние составляют сопоставления теории с экспериментом 
для систем Hg – Zn (для 298  К), Al – Ag, Fe – Cr, Ag – Au, 
но здесь значения параметров   довольно малы.

Приведенные  в  предыдущем  абзаце  рассуждения 
служат  пояснением,  почему  оценка  термодинамичес-
ких  параметров  взаимодействия  второго  порядка  по 
экспериментальным данным может отличаться от тео-
ретических оценок как по величине, так и по знаку.

В  заключение  рассмотрим  вопрос  о  возможных 
значениях  термодинамических  параметров  взаимо-
действия  третьего  порядка  в  жидких  бинарных  спла-
вах.  Существует  мнение,  что  метод  численного  диф-
ференцирования  недостаточно  точен  для  вычисления 
производной  третьего  порядка.  Авторы  не  пытаются 
оспаривать это мнение. Поэтому в настоящей работе не 
оцениваются этим методом экспериментальные значе-
ния параметров взаимодействия третьего порядка  . 
Однако ориентировочное представление о порядке ве-
личины этих параметров можно получить с помощью 
теоретической  модели,  использованной  выше.  При 
этом имеем формулу [12] 

        (7)

Эта  формула  получена  методом  группового  разло-
жения. Вычисленные по формуле (7) значения парамет-
ров   для сплавов, представленных в первой группе 
табл.  1, приведены в последнем столбце этой таблицы. 
Заметим, что во всех системах этой группы абсолютные 
значения параметров взаимодействия первого, второго 
и третьего порядков не превосходят числа 10.

Таким образом, формулы (2) и (4) представляют ме-
тод  обработки  экспериментальных  данных,  а  форму-
лы  (6) и (7) – результаты статистической теории спла-
вов [12].

Выводы. Для оценки термодинамических параметров 
взаимодействия первого и второго порядков в  малокон-
центрированных жидких бинарных сплавах в принципе 
возможно использовать метод численного дифференци-
рования, основанный на первой интерполяционной фор-
муле Ньютона. Эти значения оценены для тридцати семи 
рассмотренных в настоящей работе систем.
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THERMODYNAMIC INTERACTION COEFFICIENTS 
IN LOW-CONCENTRATED LIQUID BINARY ALLOYS

Izvestiya VUZov.  Chernaya Metallurgiya = Izvestiya.  Ferrous Metallurgy.  2019.  Vol.  62.  No.  9 ,  pp. 713–718.

L.A. Bol’shov, S.K. Korneichuk

Vologda State University, Vologda, Russia

Abstract.  The  article  considers  basic  expansion  of  thermodynamics  and 
thermodynamic  interaction  coefficients of  the first,  second  and  third 
orders  of  low-concentrated  binary  alloys.  The  values  of  interaction 
coefficients of the first and second orders in 37 such systems were es-
timated  according  to  experimental  thermodynamic  data  on  the  con-
centration dependence of excess chemical potential of an impurity in 
liqui d alloys of binary systems. Estimates were obtained by the nume-
rical  differentiation  method.  This  method  is  based  on  Newton  first 
interpolation formula. Calculation formulas for the corresponding es-
timates are given. A simple theory is proposed that relates the thermo-
dynamic interaction coefficient of the second order with the first-order 
one in  the  liquid alloy of certain system. The theory is based on the 
lattice model of a solution and the principles of statistical mecha nics. 
The FCC lattice is adopted as a model lattice. The model of pair in-
teraction  between metal  atoms  in  the  alloy was  used. The  radius  of 
this interaction corresponds to radius of the nearest atomic shell. Usin g 
the  proposed  theory,  thermodynamic  interaction  coefficients  of  the 
second-order for all 37 systems considered in this work, as well as the 
values of the third order interaction coefficients for 23 systems out of 
37 mentioned above, were calculated. For these 23 systems, theoreti-
cal estimates of the second-order interaction coefficients are in agree-
ment with experimental ones both by sign and by order of magnitude. 
This  circumstance can be considered as  evidence of  applicability of 
the numerical differentiation method for estimation of thermodynamic 
interaction coefficients of the first and second orders in liquid binary 
alloys. The accuracy of estimating  the values of  the  third derivative 
by numerical differentiation  is  insufficient. That makes  it  impossible 
to compare the calculated values of the interaction coefficients of the 
third order with the experimental ones, obtained by this method. It can 
be  assumed  that  the  theoretical  calculations  just  give  an  idea of  the 
magnitudes’ order of these coefficients.

Keywords: thermodynamics of alloys, statistical mechanics, binary alloys, 
thermodynamic  interaction  coefficient,  fundamental  series  expan-
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