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Аннотация. Остаточные (вредные) напряжения в металлах могут приводить к дефектам при их формовке и разрушению металлоконструк-
ций  при  длительной  эксплуатации. Приводящее  к  возникновению  остаточных  напряжений  течение  металла  при  его  формовке  может 
иметь  пласти ческую природу  (как  в  ковких металлах)  или  вызываться медленной  необратимой ползучестью при  повышенной  темпе-
ратуре и  продолжительном действии нагрузок. В вязкоупругих средах оно может обусловливаться вязкими частями деформации, кото-
рые могут накапливаться,  когда  тело находится  в  деформированном  состоянии  в  течение  большого промежутка  времени. Остаточные 
напряжения оказывают влияние также и на микроструктуру металлов и могут присутствовать внутри и вокруг кристаллических зерен 
в  качест ве микро остаточных напряжений, которые называют скрытыми упругими напряжениями. Иногда остаточные напряжения называ-
ют собственными напряжениями по аналогии с собственными функциями, введенными математиками для обозначения функций, которые 
соответст вуют определенным значениям (собственным значениям) параметров дифференциального уравнения при заданных граничных 
условиях. Понятие внутренних напряжений было предложено как общее понятие для этого типа напряжений, создаваемых самим телом. 
Термин остаточные напряжения закрепляется за случаем, когда внутренние напряжения обусловлены необратимым деформированием. 
Помимо зарождения благоприятной системы остаточных напряжений, в дисках из ковких металлов с ярко выраженным деформационным 
упрочнением будет также происходить местное возрастание прочности при условии, что эффект Баушингера не аннулирует достигну-
тых преимуществ. Ниже изучены экстремальные значения остаточных напряжений прямого цилиндрического стального стержня (бруса) 
при  изгибе. 
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Распространенным  примером  возникновения  оста-
точных напряжений  являются  резкие  торможения же-
лезнодорожных  колес.  В  результате,  в  силу  трения 
о  тормозные колодки,  сильно перегретая  (до красного 
каления) внешняя часть обода колес сразу же после тор-
можения подвергается быстрому охлаждению (закалке) 
из-за отвода тепла посредством теплопроводности в  хо-
лодные части колеса. Хотя вследствие γ – α полиморф-
ного превращения в стали, сопровождающего закалку, 
происходит  увеличение  объема  во  время  теплового 
сокращения,  которое  следует  за  общим  охлаждением 
края, остаточная усадка превосходит предшествующее 
растяжение, направленное по периферии, и делает диа-
метр внешних частей обода слишком малым, чтобы они 
могли согласоваться с внутренними частями. В резуль-
тате этого, нагретые раньше до красного каления части 
обода благодаря растяжению становятся сильно дефор-
мированными в тангенциальном направлении. 

Другим  классическим  примером  является  исполь-
зование  преднапряженных  областей  сжатия  в  стенках 
пушечных  стволов.  Такие  области  создаются  протас-
киванием через ствол болванки, диаметр которой чуть 
больше  внутреннего  диаметра  ствола.  Это  приводит 
к  хорошо  известному  процессу  автофреттажа  при  из-
готовлении  толстостенных  стволов  артиллерийских 
орудий,  который  применяется  в  настоящее  время  на 

артиллерийских  заводах  и  заключается  в  следующем. 
Стальные  стволы  подвергают  действию  высоких  гид-
ростатических давлений и слегка необратимо расширя-
ют  с  целью  создания  вокруг  отверстия  направленных 
по периферии остаточных напряжений сжатия, которые 
существенно  снижают  максимальные  растягивающие 
напряжения, возникающие во время выстрела. 

 Напряжения в цилиндрическом стержне
 

при упругопластическом изгибе

На  рис.  1  показана  упругопластическая формовка 
цилиндрического  стального  стержня  в  гибочной  ма-
шине. 

Пусть радиус перпендикулярного (поперечного) се-
чения прямого цилиндрического стержня равен R и при 
продольном  растяжении металл  стержня  в  зоне  необ-
ратимых  (пластических)  деформаций  имеет  линейное 
упрочнение. Пусть E, P и σy – модуль упругости первого 
рода, модуль упрочнения и предел текучести материа ла 
стержня соответственно [1 – 46]. 

При удлинении стержня в зоне эластичных деформа-
ций продольные напряжения σ и относительные удли-
нения стержня ε линейно взаимосвязаны (закон Гука): 

σ = Eε.
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В зоне упрочнения (упругопластических деформаций) 
взаимосвязь σ и ε совершенно другая (закон Людвика): 

При  деформации  изгиба  продольные  напряжения 
стержня  могут  принимать  отрицательные  и  положи-
тельные  значения. Экстремальные продольные напря-
жения наблюдаются на внешней поверхности стержня. 

Перпендикулярное сечение цилиндрического стерж-
ня делится на эластичную и пластическую зоны. Значе-
ние уy границы этих зон находим из уравнения 

При возрастании изгибающего момента и кривизны 
эластичная зона стержня сужается. Радиус кривизны ρy 
оси стержня, при котором на его поверхности впервые 
достигается напряжение, равное пределу текучести σy , 
равен 

 Изгибающий момент при упругопластическом
 

изгибе цилиндрического стержня

При упругопластическом изгибе    из- 
 
гибающий  момент  M  в  перпендикулярном  сечении 
стержня равен 

Введем  для  цилиндрического  стального  стержня 
критерий Shi:

Механический  смысл  критерия Shi  –  безразмерная 
кривизна. 

Приведем выражение для изгибающего момента ци-
линдрического стержня при упругопластическом изги- 
 

бе   к безразмерному виду: 

Таким образом, безразмерный изгибающий момент  
 

цилиндрического стержня при изгибе   есть функ- 
 
ция одной переменной – критерия Shi. 

Для высокопрочных трубных сталей газонефтепро-
водов P/E = 0,044. 

 Теорема Hencky об остаточных напряжениях

Значения  остаточных  напряжений  после  распрям-
ления цилиндрического  стержня вычисляем по  теоре-
ме Hencky (1923  г.) [15  –  19]: «Остаточные напряжения 
определяются разностью истинных напряжений и мыс-
ленно предполагаемых идеально эластичных напряже-
ний в теле». 

Таким образом, изменение продольных напряжений 
стержня при распрямлении удовлетворяет прямо про-
порциональной зависимости σ = γy, где γ = const . 

На рис. 2 приведена эпюра продольных напряжений 
после распрямления цилиндрического стержня. 

При  эластичном  изгибе  и  σ  =  γy  изгибающий  мо-
мент M в перпендикулярном сечении цилиндрического 
стерж ня равен 

Моменты при изгибе и распрямлении одинаковы: 

Рис. 1. Изгиб цилиндрического стального стержня на гибочной 
машине

Fig. 1. Bend of cylindrical steel rod on bending machin
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Закон  Hencky  при  распрямлении  цилиндрического 
стержня после деформации изгиба имеет вид: 

На  рис.  3  приведена  взаимосвязь  χ  и  критерия  
 

 

При  упругопластическом  изгибе  цилиндрического  
 

стержня   для диаграммы Прандтля  (мо- 
 

дуль упрочнения P = 0) 

 Экстремальные значения остаточных
 

напряжений

Найдем экстремальные значения остаточных напря-
жений после распрямления цилиндрического стержня. 

Первое экстремальное значение остаточных напря-
жений равно 

Рис. 2. Эпюра продольных напряжений цилиндрического стержня при изгибе и после распрямления

Fig. 2. Epure of longitudinal stresses of cylindrical rod at bending and after straightening

Рис. 3. Зависимость χ от кривизны цилиндрического стержня 1/ρ

Fig. 3. Dependence c from curvature of cylindrical rod 1/ρ
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Приведем  выражение  для  первого  экстремально-
го  значения  остаточных напряжений  к  безразмерному 
виду: 

При  упругопластическом  изгибе  цилиндрического  
 

стержня   для диаграммы Прандтля  (мо- 
 

дуль упрочнения P = 0) 

Второе экстремальное значение остаточных напря-
жений равно 

Приведем  выражение  для  второго  экстремального 
значения остаточных напряжений к безразмерному виду: 

Таким  образом,  экстремальные  остаточные  напря-
жения   и   являются функциями одной перемен-
ной – критерия Shi. 

На рис. 4 показана зависимость безразмерных экст-
ремальных остаточных напряжений   и   от кри-
терия   

При  упругопластическом  изгибе  цилиндрического  
 

стержня   для диаграммы Прандтля  (мо- 
 

дуль упрочнения P = 0) 

Замечание. При эластичном изгибе стержня прямоу-
гольного перпендикулярного сечения толщиной h и ши- 
 

риной b   безразмерный изгибающий момент  
 
равен [32 – 35] 

При  упругопластическом  изгибе  стержня  прямо-  
 

угольного  сечения    безразмерный  изгибаю- 
 

щий момент равен [32 – 35] 

Рис. 4. Зависимость   и   от кривизны цилиндрического 
стержня 1/ρ

Fig. 4. Dependence of   and   from curvature 
of cylindrical rod 1/ρ

Металлургические технологии
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Экстремальные остаточные напряжения после рас-
прямления стержня прямоугольного перпендикулярно-
го сечения после упругопластического изгиба равны

 

 Выводы

Получены  математические  выражения  для  безраз-
мерного  изгибающего  момента,  безразмерных  экст-
ремальных  остаточных  напряжений  и  закона  Hencky 
о  распрямлении  при  упругопластическом  изгибе  ци-
линдрического стержня. Доказано, что при изгибе без-
размерный изгибающий момент и безразмерные экстре-
мальные остаточные напряжения являются функциями 
только  одной  переменной  –  безразмерной  кривизны 
продольной оси цилиндрического стержня.

 
БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ СПИСОК

1.  Banabic D. Multiscale modeling in sheet metal forming. – Springer, 
2016. – 405 p.

2.  Banabic D. Sheet metal forming processes. Constitutive modelling 
and numerical simulation. - Springer, 2010. – 301 p.

3.  Belskiy S.M., Yankova S., Chuprov V.B. etc. Temperature field of 
stripes  under  hot  rolling  //  Journal  of  Chemical  Technology  and 
Metallurgy. 2015. Vol. 50. No. 6. P. 613 – 616.

4.  Belskiy S., Mazur  I., Lezhnev S.,  Panin E. Distribution  of  linear 
pressure of thin-sheet rolling across strip width // Journal of Chemical 
Technology and Metallurgy. 2016. Vol. 51. No. 4. P. 371 – 378.

5.  Belskiy S.M., Yankova S., Mazur I.P., Stoyakin A.O. Influence of 
the transversal displacements of metal on the camber formation of 
hot-rolled strip // Journal of Chemical Technology and Metallurgy. 
2017. Vol. 52. No. 4. P. 672 – 678.

6.  Belskiy  S.M.  Parameters  of  evaluation  of  shape  cross  section  of 
hot-rolled steel strips. Message 1. The determination coefficient  // 
Chernye Metally. 2017. No. 10. P. 65 – 70.

7.  Chakrabarty J. Applied plasticity. – Springer, 2010. – 758 p. 
8.  Тягунов А.Г., Барышев Е.Е., Тягунов Г.В. и др. Систематизация 

политерм физических свойств металлических расплавов // Изв. 
вуз. Черная металлургия. 2017. Т. 60. № 4. С. 310 – 317. 

9.  Тягунов А.Г., Вьюхин В.В., Тягунов Г.В. и др. Влияние концен-
трации хрома на процесс структурообразования жидких хромо-
никелевых сплавов // Изв. вуз. Черная металлургия. 2016. Т. 59. 
№ 8. С. 565 – 570. 

10.  Tyagunov A.G., Vyukhin V.V., Baryshev E.E. etc. Effect of micro-
alloying  and  the melting  temperature  on  the  properties  of ChS70 

and ChS88 alloys in the liquid and solid states // Russian Metallurgy 
(Metally). 2015. Vol. 2015. No. 12. P. 998 – 1001.

11.  V’yukhin, V.V., Tyagunov G.V., Baryshev E.E., Tsepelev V.S. Imp-
rovement of low-alloy steel quality by forming an equilibrium melt 
condition // Metallurgist. 2014. Vol. 58. No. 7 – 8. P. 664 – 668.

12.  Tyagunov A.G., Baryshev E.E., V’yukhin V.V. etc.  Increasing  the 
quality of the EP902 alloy using its properties in the liquid and solid 
states  //  Russian Metallurgy  (Metally).  2014.  Vol.  2014.  No.  12. 
P. 992 – 994.

13.  Тягунов А.Г., Барышев Е.Е., Тягунов Г.В., Михайлов В.Б. Эф-
фективная  технология  производства  жаропрочных  сплавов 
ЭП220  и  ЭП929  с  использованием  высокотемпературной  об-
работки расплава // Изв. вуз. Черная металлургия. 2013. Т. 56. 
№ 9. С. 26 - 29. 

14.  Tyagunov G.V., Baryshev E.E., Tsepelev V.S. Improvement of the 
qualitative characteristics of low-alloy steels by the formation of an 
equilibrium state  in a melt  // Russian Metallurgy (Metally). 2013. 
Vol. 2013. No. 6. P. 462 – 464.

15.  Shinkin V.N. Calculation of steel sheet’s curvature for its flattening 
in the eight-roller straightening machine // Chernye Metally. 2017. 
No. 2. P. 46 – 50.

16.  Shinkin V.N. Calculation  of  bending moments  of  steel  sheet  and 
support  reactions under flattening on  the eight-roller straightening 
machine // Chernye Metally. 2017. No. 4. P. 49 – 53.

17.  Шинкин В.Н. Расчет параметров листогибочных несимметрич-
ных трехвалковых вальцов при производстве стальных труб // 
Изв. вуз. Черная металлургия. 2017. Т. 60. № 4. С. 285 – 291.

18.  Шинкин В.Н.  Pазрушение  стальных  труб  большого  диаметра 
при дефекте раскатной пригар // Изв. вуз. Черная металлургия. 
2017. Т. 60. № 6. С. 436 – 442. 

19.  Шинкин В.Н. Упрощенный метод расчета изгибающих момен-
тов стального листа и реакций рабочих роликов в многоролико-
вой правильной машине // Изв. вуз. Черная металлургия. 2017. 
Т. 60. № 10. С. 777 – 784.

20.  Михайлов А.М., Зубарев К.А., Котельников Г.И. и др. Модель 
испарения  компонентов  никелевых  сплавов  при  плавке  в  ва-
куумной индукционной печи  // Изв. вуз. Черная металлургия. 
2016. Т. 59. № 1. С. 35 – 38. 

21.  Kuznetsov M.S., Yakushev  E.V.,  Kulagin  S.A.  etc.  Effect  of  the 
char ge  composition  on  the  nitrogen  content  in  a  metal  during 
steelmaking in an ASF using a solid charge // Russian Metallurgy 
(Metally). 2011. Vol. 2011. No. 12. P. 1101 – 1105.

22.  Korostelev A.A.,  Kotelnikov  G.I.,  Semin A.E.,  Bosheskov A.N. 
Analysis  of  HBI  effect  in  charge  on  technological  parameters  of 
EAF melting // Chernye Metally. 2017. No. 10. P. 33 – 40.

23.  Tursunov  N.K.,  Semin A.E.,  Kotelnikov  G.I.  Kinetic  features  of 
desulphurization process during steel melting in induction crucible 
furnace // Chernye Metally. 2017. No. 5. P. 23 – 29.

24.  Tursunov N.K., Semin A.E., Sanokulov E.A. Study of dephospho-
ration and desulphurization processes in the smelting of 20GL steel 
in  the  induction  crucible  furnace with  consequent  ladle  treatment 
using rare earth metals // Chernye Metally. 2017. No. 1. P. 33 – 40.

25.  Muhin U., Belskij S., Makarov E. Simulation of accelerated strip 
cooling  on  the  hot  rolling  mill  run-out  roller  table  //  Fratturaed 
Integrita Strutturale. 2016. Vol. 37. P. 305 – 311.

26.  Muhin U., Belskij  S., Makarov E. Application  of  between-  stand 
cooling  in  the  production  hot-rolled  strips  //  Fratturaed  Integrita 
Strutturale. 2016. Vol. 37. P. 312 – 317.

27.  Muhin U., Belskij S. Study of  the  influence between  the strength 
of antibending of working rolls on the widening during hot rolling 
of thin sheet metal // Fratturaed Integrita Strutturale. 2016. Vol. 37. 
P. 318 – 324.

28.  Лопатенко А.Д., Орехов Д.М., Семин А.Е. Анализ технологи-
ческой схемы производства трубной стали с целью разработки 
предложений  для  повышения  качества  готовой  продукции  // 
Изв. вуз. Черная металлургия. 2016. Т. 59. № 11. С. 787 – 792. 

29.  Зубарев К.А., Котельников Г.И., Титова К.О. и др. Прогнозиро-
вание температуры ликвидус сложнолегированных сплавов на 



889

основе никеля // Изв. вуз. Черная металлургия. 2016. Т. 59. № 9. 
С. 644 – 649. 

30.  Lim Y., Venugopal R., Ulsoy A.G. Process control for sheet-metal 
stamping process modeling,  controller  design  and  stop-floor  imp-
lementation. – Springer, 2014. – 140 p.

31.  Lin  J.,  Balint  D.,  Pietrzyk M. Microstructure  evolution  in  metal 
forming processes. – Woodhead Publishing, 2012. – 416 p.

32.  Shinkin V.N. Calculation of technological parameters of O-forming 
press for manufacture of large-diameter steel pipes // CIS Iron and 
Steel Review. 2017. Vol. 13. P. 33 – 37.

33.  Shinkin V.N. Mathematical model of technological parameters’ cal-
culation of flanging press and the formation criterion of corrugation 
defect  of  steel  sheet’s  edge  //  CIS  Iron  and  Steel  Review.  2017. 
Vol. 13. P. 44 – 47.

34.  Shinkin  V.N.  Springback  coefficient  of  the  main  pipelines’  steel 
large-diameter  pipes  under  elastoplastic  bending  //  CIS  Iron  and 
Steel Review. 2017. Vol. 14. P. 28 – 33.

35.  Shinkin  V.N. Arithmetical  method  of  calculation  of  power  para-
meters of 2N-roller straightening machine under flattening of steel 
sheet // CIS Iron and Steel Review. 2017. Vol. 14. P. 22 – 27.

36.  Klocke  F. Manufacturing  processes  1.  Cutting.  –  Springer,  2011. 
–  506 p.

37.  Klocke F. Manufacturing processes 4. Forming. – Springer, 2013. 
– 516 p.

38.  Nielsen  C.V.,  Zhang  W.,  Alves  L.M.  etc.  Modeling  of  thermo-
electro-mechanical  processes. Applications  in  metal  forming  and 
resistance welding. – Springer, 2013. – 120 p.

39.  Predeleanu M., Gilormini P. Advanced methods  in materials pro-
cessing defects. Vol. 45. – Elsevier Science, 1997. – 422 p.

40.  Грошкова А.Л., Полулях Л.А., Травянов А.Я. и др. Распределе-
ние фосфора между фазами при выплавке высокоуглеродистого 
ферромарганца в доменной печи // Изв. вуз. Черная металлур-
гия. 2007. № 11. С. 12 – 16. 

41.  Подгородецкий Г.С., Юсфин Ю.С., Сажин А.Ю. и др. Совре-
менные тенденции развития  технологии производства  генера-
торных газов из различных видов твердого топлива // Изв. вуз. 
Черная металлургия. 2015. Т. 58. № 6. С. 393 – 401. 

42.  Орелкина О.А., Петелин А.Л., Полулях Л.А. Анализ пространст-
венного распределения вторичных газовых выбросов во внеш-
ней зоне влияния предприятий черной металлургии // Изв. вуз. 
Черная металлургия. 2015. Т. 58. № 11. С. 793 – 797. 

43.  Полулях  Л.А.,  Дашевский  В.Я.,  Юсфин  Ю.С.  Производство 
марганцевых  ферросплавов  из  отечественных  марганцевых 
руд  // Изв. вуз. Черная металлургия. 2014. Т. 57. № 9. С. 5 – 12. 

44.  Predeleanu M., Ghosh S.K. Materials processing defects. Vol. 43. 
–  Elsevier Science, 1995. – 434 p.

45.  Rees D. Basic engineering plasticity. An introduction with engineer-
ing  and  manufacturing  applications.  –  Butterworth-Heinemann, 
2006. – 528 p.

46.  Wilko C.E. Formability. A review of parameters and processes that 
control, limit or enhance the formability of sheet metal. – Springer, 
2011. – 112 p.

Поступила 27 февраля 2018 г.

ELASTOPLASTIC BEND OF ROUND STEEL BEAM.
MESSAGE 2. RESIDUAL STRESSES 
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Moscow, Russia

Abstract. The residual stresses  in metals can lead to  the defects  in me-
tals during  their  forming and  to destruction of metal structures du-
ring their long-term operation. The resulting residual stresses during 
metal  forming can be of plastic nature,  as  in  the malleable metals, 
or caused by a slow irreversible creep at the increased temperatures 
and prolonged action of loads. In the viscoelastic mediums, it can be 
caused by the viscous parts of deformation that can accumulate when 
the body is deformed for a long period of time. The residual stresses 
also have an effect on the metals microstructure and can present in-
side and around the crystalline grains as the micro-residual stresses, 
which are called the hidden elastic stresses. Sometimes the residual 
stresses  are  called  the  eigenstresses  by  an  analogy with  the  eigen-
functions, introduced by the mathematicians to denote the functions 
that correspond to the certain values (the eigenvalues) of parameters 
of the differential equation under the given boundary conditions. The 
concept of  the  internal  stresses was proposed as  a general  concept 
for this type of stresses, created by the body itself; the term residual 
stresses is assigned to the case, when the internal stresses are caused 
by  the  irreversible  deformation.  In  addition  to  the  emergence  of 
favo rable system of residual stresses in the discs of malleable metals 
with  a  pronounced deformation hardening,  there will  also  be  a  lo-
cal increase in strength, provided that the Bauschinger’s effect does 
not negate the achieved advantages. The extreme values of residual 
stresses of a straight cylindrical steel rod (beam) during bending are 
studied below.

Keywords: cylindrical rod, bend, curvature, residual stresses, residual de-
formation, hardening of metal, mechanical modules.
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