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Аннотация. Течение жидкого расплава в кристаллизаторе является малоизученным процессом. Аналитические решения течения расплава 
в  общем случае относятся к сложным математическим задачам, поэтому для моделирования данного процесса применяют численные 
методы. Цель настоящей работы – использование численного метода, предложенного профессором В.И. Одиноковым, основанным на 
конечно-разностном представлении исходной системы уравнений. Этот метод успешно был использован в механике сплошных сред, 
в литейном производстве при математическом моделировании напряженного деформированного состояния оболочковых форм по вы-
плавляемым моделям, а также и в других технологических работах, что говорит о его универсальности. В настоящей работе объектом 
исследований являются гидродинамические потоки жидкого металла при разливке стали в кристаллизатор прямоугольного сечения 
при его подаче из погружного стакана с эксцентричными отверстиями, а результатом – пространственная математическая модель, 
описывающая потоки жидкого металла в кристаллизаторе. Для моделирования процессов, протекающих в кристаллизаторе, исполь-
зован программный комплекс «Одиссей». В основу теоретического расчета положены основополагающие уравнения гидродинамики 
и апробированный численный метод. Решение сформулированной в работе системы дифференциальных уравнений осуществлялось 
численным способом. Исследуемая область разбивалась на элементы конечных размеров, для каждого элемента записывалась в раз-
ностном виде полученная система уравнений. Результат решения – поля скоростей потока металла в объеме кристаллизатора. Для ре-
шения полученной системы алгебраических уравнений разработаны численная схема и алгоритм расчета. По разработанной численной 
схеме и алгоритму составлена программа расчета на языке Fortran-4. Математическая модель позволяет варьировать геометрические 
размеры кристаллизатора и сечения отверстий выхода металла из погружного стакана, а также может помочь понять схему движения 
разливаемого металла, влияющую на теплоотвод стенками кристаллизатора, и найти оптимальные параметры выхода жидкого металла 
из погружного стакана при различных режимах разливки. Приведен пример расчета разливки стали в кристаллизатор прямоугольного 
сечения высотой 100 см и сечения в плане 2000×40 (см). Разливка осуществлялась из погружного стакана эксцентрично в обе стороны 
в горизонтальной плоскости. Результат решения представлен в графической форме. Показано движение потоков жидкого металла, 
определены их величины и интенсивность. 
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Процесс разливки металла в установке непрерывной 
разливки стали (УНРС) известен давно, проводилось 
множество различных экспериментальных исследова-
ний [1  –  14], но мало работ посвящено математичес
кому описанию этого сложного процесса. В основном 
это работы в упрощенной постановке, сводящиеся 
к  исследованию процесса кристаллизации и деформа-
ции корочки металла под действием ферростатическо-
го давления в условиях плоского деформированного 
состояния [15]. Экспериментальные же исследования 
самого процесса течения жидкого металла в области 
кристаллизатора очень сложно осуществить. 

В последних работах [16, 17] заложены основы мате-
матического моделирования разливки стали в кристал-
лизатор, в которых построена математическая модель 
и проведено теоретическое исследование процесса раз-
ливки стали в кристаллизатор прямоугольного сечения 
из погружного стакана двумя струями (рис.  1,  а) с ис-
пользованием численного метода, предложенного про-
фессором В.И. Одиноковым. 

В настоящей работе строится математическая мо-
дель процесса течения металла (стали) также с исполь-
зованием численного метода при подводе расплава 
в  кристаллизатор по ранее описанному способу [18]. 
При использовании этого способа подвода расплава в 
кристаллизатор (рис.  1,  б) разливочный стакан име-
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ет эксцентрично расположенные выходные отверстия 
(рис.  2).

Процесс разливки стали осуществляется следую
щим образом: из промежуточного ковша 1 жидкий 
металл (ЖM) через погружной керамический стакан 2 
и  отверстия 3 поступает в водоохлаждаемый кристал-
лизатор прямоугольного сечения 4. На стенках кристал-
лизатора вследствие отвода тепла образуется твердая 
корочка металла (ТM) 5, которая вытягивается из крис
таллизатора со скоростью vu специальными вытяжны-
ми устройствами. 

Эксцентричное расположение выходных отверстий 
в погружном стакане позволяет организовать, в отличие 
от традиционного способа, более интенсивное переме-
шивание жидкого металла в горизонтальной плоскости 
в зоне первичного и вторичного охлаждения.

В целях упрощения решения задачи (рис.  2) по-
гружной стакан примем квадратного поперечного се-
чения и  пренебрежем нарастающей корочкой. Тогда 
формализованная расчетная схема процесса может 
быть представлена в виде схемы, приведенной на 
рис.  3.

Изменяя геометрические параметры окон, можно 
изменять объем металла, вытекающего через каждое 
окно, а следовательно, и кинетику истечения метал-
ла.

Процесс стационарный. Среду (жидкий металл) бу-
дем считать несжимаемой. Исходя из сформулирован-
ных допущений, запишем систему дифференциальных 
уравнений в декартовой системе координат.

Для несжимаемой жидкости (ρ = const) и стацио-
нарного течения ∂vi / ∂τ = 0  имеем следующую систему 
уравнений гидродинамики.

Закон количества движения:

	    	 (1)

Уравнения несжимаемости:

			    vi, i = 0.	 (2)

Уравнение теплопроводности (с учетом массопере-
носа и стационарности):

	       	 (3)

В уравнениях (1) – (3) p – давление в данной точке 
(p  =  −σ); σ – гидростатическое напряжение; µ – коэф
фициент вязкости, г·с/см2; vi – проекции скоростей 
перемещений по координатным осям xi , i  =  1,  2,  3; 
ρ  – плотность жидкого металла;  – проекция удель-
ной объемной силы на координатные оси xi , i  =  1,  2,  3; 
τ  – время; 2 – оператор Лапласа; θ – температура;  

Рис. 1. Способы разливки стали в кристаллизатор двумя струями из 
горизонтальных выходных отверстий погружного стакана, располо-

женных симметрично (а) и эксцентрично (б)

Fig. 1. Methods for steel casting into a crystallizer with two jets from 
horizontal outlets of a submerged nozzle arranged symmetrically (a) and 

eccentrically (б)

Рис. 2. Разливка стали с эксцентрично расположенными отверстия-
ми в погружном стакане:  

1 – промежуточный ковш; 2 – погружной стакан; 3 – выходные 
отверстия погружного стакана; 4 – кристаллизатор; 5 – закристал-

лизовавшийся металл

Fig. 2. Steel casting with eccentrically located holes 
in a submerged nozzle:

1 – intermediate ladle; 2 – immersion nozzle; 3 – outlet holes of the 
immersion nozzle; 4 – crystallizer; 5 – crystallized metal



608

Известия высших учебных заведений.  Черная металлургия.  2018. Том 61.  № 8

 коэффициент температуропроводности; λ – ко- 
 

эффициент теплопроводности; c – удельная теплоем-
кость, γ – удельный вес; все параметры принимаются 
постоянными.

Выражения (1), (2) – это течение ньютоновской вяз-
кой несжимаемой жидкости, для которой справедливы 
уравнения

	      	 (4)

	      	 (5)

		      vi, i = 0, i, i = 1, 2, 3;	 (6)

здесь σij – компоненты тензора напряжений; ξij – ком-
поненты тензора скоростей деформаций; δij – символ 
Кронекера. 

Для стационарного процесса имеем 

Граничные условия задачи следующие:

   (7)

здесь vu – скорость вытягивания слитка  – скорость 
выхода жидкого металла из окон погружного стакана; 
  – заданные функции распределения температуры 

металла на поверхностях Гi , i  =  1,  2;  = (x1x3 ); , 
i  =  1,  2 – заданные из экспериментальных данных теп
ловые потоки через поверхности Г10 , Г7 .

Решение системы уравнений (4) – (6) и уравне-
ния  (3) осуществлялось численным методом [15] в со-

Рис. 3. Формализованная расчетная схема процесса разливки

Fig. 3. Formalized design scheme of casting process
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ответствии с численной схемой и алгоритмом, описан-
ным в работах [15 – 17, 19 – 21].

Для сравнения кинетики течения металла в кри-
сталлизаторе задавались исходные параметры, что и в 
работах [16,  17]. Геометрические размеры кристалли-
затора слудующие: Н = 100 см, В = 12,5 см, l  =  100  см, 
h  =  20  см, b  =  7,5  см, δh =  8,5 см, δB = 3 см; δl  =  1,5  см. 
В  уравнениях (7) принимали   =  0, vu  =  1  м/мин  = 
=  1,66  см/с, тогда для стационарного процесса скорость 
 определяли из равенства секундных объемов:

Тепловые потоки  по стенкам кристаллизатора 
определяли аппроксимацией экспериментальных дан-
ных, приведенных в работах [16 – 18]:

		     	 (8)

где i = 1, 2; v – скорость омывания стенки кристаллиза-
тора, м/с. 

При условии, что

получаем 

где  температура элемента, примыкающего к поверх-
ности (n);  – температура внутреннего элемента, на-
ходящегося по нормали сразу же за поверхностным β; 
δ  – расстояние от центра тяжести элемента β до центра 
тяжести элемента k.

Температура истекания жидкой стали из окна (Г5 ) 
принималась   =  1600  °С. Температуры на поверхнос- 
 

тях стакана (рис.  3) Гi , i = 3, 8, 11, принимались по экс-
периментальным данным  = 1550 °С, i = 3, 8, 11. На  
 

поверхности Г2 (рис.  3) находится жидкая шлаковая 
«рубашка», температура которой  = 1550 °С.

Некоторые результаты решения представлены на 
рис.  4,  5. На рис. 4 показано поле скоростей течения по-
тока жидкого металла в горизонтальной плоскости на 
уровне выпускных отверстий погружного стакана. Вид-
но, что идет интенсивное омывание жидким металлом 
правой стороны стенки Г10 и левой стороны стенки Г9 
(рис.  3). На рис.  5 представлено поле скоростей метал-
ла на стыке Г9 в вертикальной плоскости. Вихрь нахо-
дится прямо по центру вертикальной стенки в верхней 
ее части.

Для анализа поля скоростей в кристаллизаторе ис-
пользовали скалярную оценочную функцию с(u), харак-
теризующую эффективность перемешивания расплава 
(u – поле скоростей расплава). Пусть u′(x, y, z)  – вектор-
ное поле проекций скоростей u на ближайшую к точке 
(х, y, z) стенку, тогда

где V – объем, в котором наблюдается рост дендритов.
При этом должны обеспечиваться скорости метал-

ла менее 0,5  м/с в пристеночных слоях широких сте-
нок кристаллизатора, в противном случае кинетиче-
ская энергия потока изменит условия кристаллизации 
в  двухфазной зоне. При значении скорости потока бо-
лее 0,5  м/с существенно нарушается режим течения, 
а  удар потока в корочку может привести к местному 
разогреву и повышению разнотолщинности ее по пери-
метру заготовки.

Значения оценочной функции для способа с исполь-
зованием стакана с эксцентрично расположенными вы-
ходными отверстиями на 30  –  40  % выше, чем при тра-
диционном способе разливки. Можно предположить 

Рис. 4. Поле скоростей в горизонтальной плоскости на уровне выпускных отверстий (а) и зависимость длины вектора 
от скорости потока (б)

Fig. 4. Velocity field in the horizontal plane at outlet holes level (a) and dependence of vector length on velocity flow (б)
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о  снижении дендритной ликвации сляба при исполь-
зовании стакана с эксцентричными отверстиями. Этот 
вывод хорошо согласуется со статистическими данны-
ми исследований темплетов опытных плавок на заводе 
ОАО «Амурметалл» (г. Комсомольск-на-Амуре).

При исследовании практической сходимости задачи 
проведен анализ скоростей в некоторой локальной обла-
сти решения (область истечения струи) на различной сет-
ке таким образом, чтобы исследуемая область решения 
имела следующие разбиения: 2, 4, 8 элементов. Решение 
находится с точностью ε = 0,001. Результаты сведены в 
таблицу. Видно, что подтверждается практическая схо-
димость задачи с эксцентричными отверстиями.

Выводы. Построена математическая модель процес-
са разливки металла в кристаллизатор прямоугольного 
сечения при его подаче из погружного стакана с экс-
центричными выходными отверстиями, позволяющая 
определить поля скоростей металла в зоне кристалли-
затора в зависимости от объема металла, вытекающего 

из окон погружного стакана. Подтверждается предпо-
ложение о более интенсивном перемешивании жидкой 
фазы сляба при использовании стакана с эксцентрично 
расположенными выходными отверстиями. Получен-
ные результаты могут быть использованы в ходе проек-
тирования устройств подвода стали в установку непре-
рывной разливки стали. Приведенную математическую 
модель можно использовать для анализа задач течения 
расплава в кристаллизаторах различного типа. Разрабо-
танный программный код можно применять в инженер-
ных или научных целях.
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MATHEMATICAL MODELING OF METAL FLOW IN CRYSTALLIZER 
AT ITS SUPPLY FROM SUBMERSIBLE NOZZLE WITH ECCENTRIC HOLES
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Khabarovsk Territory, Russia
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Abstract. Flow of liquid melt in the crystallizer is a little-studied process. 
Analytical solutions of melt flow in general case refer to complex 
mathematical problems, therefore numerical methods are used to model 
it. The purpose of this work is to use numerical method proposed by 
Professor V.I. Odinokov, based on finite-difference representation of the 
initial system of equations. This method has been successfully used in 
mechanics of continuous media, in foundry industry in mathematical 
modeling of strained deformed state of shell molds on investment mo
dels, as well as in other technological works, which indicates its uni-
versality. In the present study, the object of research is hydrodynamic 
flows of liquid metal during steel casting into a rectangular section mold 
when fed from a submerged nozzle with eccentric holes, and the result 
is a spatial mathematical model describing the flows of liquid metal in 
the crystallizer. To simulate the processes occurring in the crystallizer, 
the software complex “Odyssey” was used. The theoretical calculation 
is based on fundamental equations of hydrodynamics and approved nu-
merical method. Solution of differential equations system formulated 
in the work was carried out numerically. Investigated area was divided 

into elements of finite dimensions, for each element the resulting sys-
tem of equations was written in the difference form. The result of the 
solution is velocity field of metal flow in crystallizer volume. To solve 
the system of algebraic equations obtained, a numerical scheme and a 
calculation algorithm were developed. Based on developed numerical 
scheme and algorithm, a computation program was compiled in For-
tran-4. Mathematical model makes it possible to vary geometric dimen-
sions of the crystallizer and cross-section of metal exit openings from 
the immersion nozzle, and it can also help to understand the flow pat-
tern of the cast metal that affects heat dissipation of crystallizer walls 
and to find the optimal parameters for liquid metal outlet from the gravy 
glass at various casting modes. As an example it is given calculation of 
steel casting into a rectangular mold with a height of 100 cm and a sec-
tion of 2000×40 (cm) in plan. Casting was carried out from immersion 
nozzle eccentrically in both sides in a horizontal plane. The calculation 
results are presented in graphical form. The movement of liquid metal 
flows is shown, their magnitudes and intensity are determined.

Keywords: numerical simulation, hydrodynamics, liquid metal, casting, 
immersion nozzle, eccentric outlets, crystallizer, velocity field.
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