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Аннотация.  Задачи повышения прочности  термоупрочненного проката  требуют использования целенаправленного поиска  технических ре-
шений, что определяется уровнем изученности процессов, протекающих в технологических устройствах термоупрочнения, главным из 
которых является процесс взаимодействия воды с горячим прокатом. Этот сложный комплекс явлений включает движение потоков воды 
относительно движущегося проката, возникновение паровой прослойки между водой и прокатом, образование наноразмерных капель и 
их движение через слой пара, удар этих капель о поверхность, возбуждение упругих волн в материале проката. Проведен анализ ранее 
выведенного дисперсионного уравнения для неустойчивости Кельвина–Гельмгольца границы раздела пар – вода. Показано, что при раз-
ности скоростей движения слоев жидкости и пара 30 – 60 м/с наблюдается максимум инкремента в наноразмерном диапазоне длин волн. 
Средний размер образовавшихся капель определяется длиной волны, при которой достигается максимум зависимости инкремента. Таким 
образом, предложенный ранее механизм ускоренного охлаждения проката подтвержден количественными расчетами. Капли, попадая на 
прокат, возбуждают термоупругую волну, которая при распространении по его сечению способствует увеличению ударной вязкости. Для 
выявления закономерностей распространения упругих волн, созданных каплями в прокате, была поставлена и решена методом интег-
ральных преобразований Фурье и Лапласа несвязная задача теории термоупругости при охлаждении. Оказалось, что поставленная задача 
аналогична задаче о нагреве поверхности с треугольным профилем температуры. Исследована эволюция волн напряжений. В начальные 
моменты времени передний фронт волны представляет собой волну растяжения. При отражении от свободного конца волна становится 
волной сжатия с напряжениями, приводящими к закрытию трещин, и тем самым приводит к повышению ударной вязкости. Полученные 
результаты могут быть использованы для поиска оптимальных режимов термической обработки проката, обеспечивающих высокие меха-
нические свойства. 

Ключевые слова: ускоренное охлаждение проката, коэффициент теплопередачи, неустойчивость Кельвина–Гельмгольца, нанокапли, тепловой 
удар.
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Термомеханическое  упрочнение  проката  в  пото-
ке  непрерывных  станов  является  одним  из  наиболее 
прог рессивных технологических процессов, обеспечи-
вающих существенное повышение комплекса механи-
ческих  и  эксплуатационных  свойств  арматуры  [1  –  5]. 
Задачи повышения прочности термоупрочненного про-
ката требуют использования целенаправленного поиска 
технических решений. А это, в свою очередь, опреде-
ляется уровнем изученности процессов, протекающих 
в технологических устройствах термоупрочнения, глав-
ным из которых является процесс взаимодействия воды 

с  горячим  прокатом. Как  правило,  сложный  комплекс 
явлений  при  этом  взаимодействии  не  анализируется 
в  работах по термоупрочнению и скрыт в использова-
нии коэффициента теплопередачи. Это в определенном 
смысле подгоночный параметр и его большое значение 
в расчетах (примерно 100  кВт/(м2·К)) не вызывает сом-
нений [6]. Близкие значения указывались в работе  [7], 
где отмечается, что коэффициент теплопередачи имеет 
порядок от 1 до 100 кВт/(м2·К).

В  работе  [8]  предложен  механизм,  объясняющий 
высокое  значение  коэффициента  теплопередачи  при 
ускоренном охлаждении проката. При скоростях боль-
ше  критической  возникает  неустойчивость Кельвина–
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Гельмгольца в нанодиапазоне, что приводит к форми-
рованию нанокапель. Охлаждение ведется с помощью 
нанокапель, движущихся через такую паровую пленку. 
Это позволяет при моделировании структурно-фазовых 
превращений использовать коэффициент теплопереда-
чи, рассчитанный по формуле, в которой учитывается 
теплопроводность воды. Вторая роль нанокапель состо-
ит в генерации теплового удара, за счет которого фор-
мируются мощные термоупругие волны. Роль упругих 
волн заключается в повышении ударной вязкости, так 
как возникшие на первой стадии охлаждения трещины 
в последующих секциях при взаимодействии упругой 
волны со свободными берегами трещин «захлопывают-
ся».  Математическим  вопросам  моделирования  и  по-
священа настоящая работа.

Рассмотрим  кратко  механизм  возникновения  неу-
стойчивостей Кельвина–Гельмгольца. В  зоне контакта 
воду  можно  считать  неподвижной  вязкой жидкостью, 
а  образовавшийся  пар  –  идеальной  жидкостью,  дви-
жущейся со скоростью проката. Известно, что в такой 
системе  возникают  неустойчивости  Кельвина–Гельм-
гольца  –  периодические  возмущения  границы  разде-
ла жидкость – пар. Именно  этот период и определяет 
размер капель, проникающих сквозь тонкий слой пара. 
Для  такой  системы  в  случае  коротких  волн  νk2  >>  ω 
было выведено дисперсионное уравнение [9] 

         (1)

где k = 2π / λ – волновое число; λ – длина волны возму-
щения границы; ω – циклическая частота; ν – кинемати-
ческая вязкость жидкости; a, b и c – постоянные.

Значения постоянных a, b и c определяются следую-
щим образом: 

      (2)

где μ ≈ 10 – постоянная; u0 – относительная скорость 
движения слоев; σ0 – поверхностное натяжение жидкос-
ти; ρ1 – плотность жидкости. 

С помощью подстановки ω  =  α + iΩ в уравнение (1) 
и выделения действительной и мнимой частей можно 
получить [9] следующую зависимость инкремента ко-
лебаний от длины волны: 

    (3) 

Расчеты проводили при ρ1 = 1000 кг/м3  (плотность 
воды),  ν  =  3·10–6  м2/с  (кинематическая  вязкость  воды 
при 100  °C), σ0  =  0,059  Н/м (поверхностное натяжение 
воды при 100  °C) [10] и относительных скоростях дви-

жения  слоев  u0  =  20  ÷  60  м/с.  Результаты  приведены 
на рис.  1. При скоростях 30  –  60  м/с наблюдается мак-
симум  инкремента  в  диапазоне  десятков  нанометров, 
что, как предполагается, соответствует размеру капель. 
С  ростом  скорости  прокатки  размер  капель  уменьша-
ется.  При  уменьшении  относительной  скорости  дви-
жения  слоев  инкремент  уменьшается,  максимум  ме-
нее  выражен,  значения  инкремента  становятся  менее 
0,1  нс–1. Таким образом, при малых скоростях прокатки 
образованием неустойчивостей Кельвина–Гельмгольца 
можно пренебречь, капельный механизм охлаждения не 
реализуется.  При  скоростях  больше  критической  воз-
никает неустойчивость Кельвина–Гельмгольца в  нано-
диапазоне, что приводит к формированию нанокапель. 
Охлаждение  ведется  с  помощью  нанокапель,  движу-
щихся через такую паровую пленку; это позволяет при 
моделировании  структурно-фазовых  превращений  ис-
пользовать коэффициент теплопередачи, рассчитанный 
по формуле с учетом теплопроводности воды.

Время воздействия капли на жесткую поверхность 
порядка d/c  ~  10–11  с (где d  – диаметр капли; с  – скорость 
звука), поэтому при таком времени воздействия проис-
ходит  термоудар,  генерирующий  упругую  волну  [11]. 
Роль упругих волн заключается в повышении ударной 

Рис. 1. Зависимость (а) инкремента неустойчивостей Кельвина–
Гельмгольца от длины волны при u0 = 60 м/c (1), u0 = 50 м/c (2), 

u0 = 40 м/c (3) и зависимость (б) длины волны максимума инкре-
мента от скорости проката 

Fig. 1. Dependence (a) of the Kelvin-Helmholtz instability increment on 
wavelength at u0 = 60 m/s (1), u0 = 50 m/s (2), u0 = 40 m/s (3) 
and dependence (б) of the wavelength of increment maximum 

on rolling speed
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вязкости, так как возникшие на первой стадии охлаж-
дения  трещины  в  последующих  секциях  при  взаимо-
действии  упругой  волны  со  свободными  берегами 
трещин  «захлопываются».  Результаты  исследований, 
свидетельствующие об успешном применении различ-
ного рода воздействий с целью торможения и  останов-
ки разрушения, приведены в работе [12]. Возможность 
закрытия  трещин  при  импульсных  нагрузках,  соот-
ветст вующих  области  линейно-упругих  деформаций 
материала, установлена в работе [13]. 

Для  моделирования  термоупругих  волн  использу-
ются уравнения и методы динамической теории термо-
упругости.  Данилевская  В.И.  в  50-х  годах  впервые 
решила  задачу  о  тепловом  ударе  о  полубесконечную 
плоскость  в  модели  несвязной  динамической  теории 
упругости. Было получено точное аналитическое реше-
ние, описывающее зависимости напряжений от време-
ни и расстояния от границы при заданном на границе 
скачке температуры. Позднее решение задачи В.И.  Да-
нилевской было обобщено на случай линейного роста 
температуры на поверхности и проанализировано в  ра-
боте  [14].  Основные  классические  задачи  динамичес-
кой теории упругости рассмотрены в работах  [15  –  17]. 
Внимание к задачам термоупругости существенно воз-
росло в 80-х годах в связи с появлением и использова-
нием лазерных источников. В настоящее время интерес 
к  этим  задачам  еще  больше  усилился  из-за  использо-
вания в научных и практических целях лазеров с нано- 
и  пикосекундной длительностью [18  –  29].

Рассмотрим  задачу  о  температурных  напряжени-
ях  для  свободного  от напряжений плоского  образца  с 
температурой T0 и  толщиной  l0 ,  который охлаждается 
с  постоянной  скоростью V  в  течение  времени  t1 .  Ось 
x  направлена  перпендикулярно  поверхности  образца, 
а  две  другие  оси  лежат  в  плоскости  воздействия  по-
тока энергии. Плоскость x  =  0 – лицевая поверхность, 
а  плоскость  x  =  l0  –  тыльная. Предполагаем,  что  в  по-
перечном  сечении  поток  энергии  однороден,  поэтому 
выбираем  одномерную  постановку  задачи:  все  функ-
ции зависят от одной пространственной переменной  x. 
Рассмотрим  одноосное  напряженно-деформируемое 
состояние,  при  котором ненулевыми  являются  компо-
ненты тензоров деформаций εx (x, t). 

Для постановки математической задачи используем 
уравнения движения и теплопроводности, а также соот-
ношения Дюгамеля–Неймана – так называемую дина-
мическую задачу несвязанной термоупругости [14]:

       (4)

здесь  ρ  и  χ  –  плотность  и  температуропроводность  
 

материала;    –  скорость  распространения  
 

продольных волн; γ  =  (3λ  +  2μ)αt  – коэффициент термо-
упругой связи; λ, μ – коэффициенты Ламе; αt – коэффи-

циент  линейного  расширения; u  =  u(t,  x)  –  компонента 
вектора перемещений; T  =  T(t,  x)  – распределение тем-
пературы.

Тепловую ситуацию со стороны лицевой поверхнос-
ти зададим в виде линейного во времени охлаждения от 
температуры T0 до температуры T1 в течение времени 
t1 с последующим линейным повышением температуры 
до исходной за время t3 :

     (5)

где H(z) – функция Хэвисайда. 
Пренебрегаем давлением от потока  энергии и  счи-

таем,  что  отсутствует  закрепление  образца  в  области 
действия потока. Тогда граничные и начальные условия 
для напряжения нулевые: 

           (6)

Поставленная задача имеет два характерных прост-
ранственных масштаба: динамический, равный толщи-
не образца l0  ~  1  мм, и тепловой – lT  ~  10  мкм. Поэтому 
уравнение динамики рассматриваем на отрезке от нуля 
до  l0 ,  а  уравнение  теплопроводности  –  на  полубеско-
нечной прямой с температурой T0 на бесконечности. 

В безразмерных переменных математическая задача 
(1) – (4) приводится к системе двух краевых задач

  (7)

Безразмерные переменные задаются формулами
 

    (8)

Эта  задача  является  частным  случаем  задачи,  ре-
шенной  в  работе  [11],  формулами  из  которой  можно 
воспользоваться. Решение для безразмерных напряже-
ний может быть представлено в виде

         (9)

Первое слагаемое в уравнении (9) представляет собой 
напряжение в волне, генерируемой температурным нагре-
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вом, а второе слагаемое выражает суперпозицию прямой 
и отраженной от тыльной и лицевой поверхнос тей волн.

Введем функции 

 (10)

здесь 

                 (11)

– дополнительная функция ошибок [14]. 
Тогда

   (12)

          (13)

Расчеты проводили при χ  =  6·10–6  м2/c, c  =  6·103  м/с,  
 

αt  =  13·10–6  1/°С,    1,7·1011  Н/м2  (пара-  
 

метры  для  стали);  l0  =  10–3  м  –  толщина  металла; 
γ  =  6·10–6  Н/(м2·°С);  α  =  106  –  безразмерный  пара-
метр. Выберем T0  =  1000  °C, T1  =  800  °C.  Тогда  σx  = 
=  σγ(T1  –  T0)  =  –1,2·109 σ  (Н/м2 ) . 

При  фиксированном  значении  τ3 /τ1  безразмерные 
напряжения обратно пропорциональны ατ1 . Выбираем 
τ1  =  0,2, τ3 /τ1  =   0,5. Несмотря на кажущуюся сложность 
формул (12), 13), волна напряжения при таких парамет-
рах ατ1  ≈ 105 имеет очень простой вид. Она представ-
ляет  собой  ступеньку  длиной  τ1  и  высотой  1/(ατ1 ),  за 
которой  следует  ступенька  противоположного  знака 

длиной τ3 и высотой 1/(ατ3 ). Таким образом, выполня-
ется закон сохранения импульса. На рис.  2 приведены 
графики приведенных напряжений σр  =  –σατ1 . Сначала 
передний фронт волны представляет собой волну рас-
тяжения,  при  отражении  от  свободного  конца  волна 
переворачивается. Это приводит к интересным эффек-
там: в момент времени 1, когда передняя часть первой 
полуволны доходит до границы ξ  =  1, она начинает пе-
реворачиваться, отражаться и компенсировать заднюю 
часть  этой  полуволны,  которая  еще  падает.  Передняя 
часть  волны  сужается,  и  волна  как  бы  отступает  от 
края.  Так  продолжается  до момента  времени  1  +  τ1 / 2, 
когда  первая  полуволна  исчезает  совсем.  Затем  она, 
отражаясь, усиливает вторую полуволну, и та выраста-
ет в 1  +  τ3 / τ1 раза. Первая волна движется в обратном, 
а  вторая в прямом направлении, и на волне возникает 
ступенька.  Ступенька  исчезает  в  момент  1  +  τ1  +  τ3 /2, 
и первая обратная полуволна мгновенно уменьшается 
до «номинала». Затем она движется в обратном направ-
лении, а  за ней возникает вторая обратная полуволна. 
В  момент  времени  1  +  τ1  +  τ3  она  заканчивает  расши-
ряться и вся волна движется как единое целое в обрат-

Рис. 2. Зависимость приведенного напряжения от координаты в мо-
менты времени 0,41 (а), 1,09 (б), 1,13 (в), 1,25 (г), 1,27 (д) и 1,8 (е) 

Fig. 2. Dependence of reduced voltage on coordinate at time points 
0,41 (а), 1,09 (б), 1,13 (в), 1,25 (г), 1,27 (д) and 1,8 (е)
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ном направлении. При отражении от передней стенки 
все  повторяется.  Таким  образом,  зона  максимального 
напряжения возникает в момент 1  +  τ1 / 2 на расстоянии 
τ1 / 2 от свободного края, движется к нему и достигает 
его в момент 1  +  τ1 , затем сужается и исчезает в момент 
1  +  τ1  +  τ3 /2.

Абсолютные  значения  напряжений  при  времени 
t1  ≈  10–12  с достигают порядка 106 Н/м2. Такие напряже-
ния могут приводить к закрытию трещин и тем самым 
повысить ударную вязкость.

Выводы. Предложены математические модели и ме-
ханизм, объясняющие высокое значение коэффициента 
теплопередачи  при  ускоренном  охлаждении  проката. 
При скоростях больше критической возникает неустой-
чивость  Кельвина–Гельмгольца  в  нанодиапазоне,  что 
приводит к формированию нанокапель. Это позволяет 
при моделировании структурно-фазовых превращений 
использовать  коэффициент  теплопередачи,  рассчитан-
ный по формуле, в которой учитывается теплопровод-
ность  воды. Нанокапли  генерируют  тепловой удар,  за 
счет  которого  формируются  мощные  термоупругие 
волны,  роль  которых  заключается  в  повышении удар-
ной  вязкости:  при  взаимодействии  упругой  волны  со 
свободными берегами трещин они захлопываются.
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MATHEMATICAL MODELS OF MECHANISMS FOR ROLLED PRODUCTS 
ACCELERATED COOLING
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Abstract. The tasks of increasing strength of heat-strengthened rolled pro-
ducts  require  thorough search  for  technical solutions, determined by 
level of understanding of processes occurring in thermal strengthening 
devices, of which the main is the process of water interaction with hot 
rolled  product. This  complex  set  of  phenomena  includes movement 
of water flows  relative  to moving  rolled metal,  emergence  of  vapor 
gap between water and rolled metal, generation of nanosized droplets 
and their movement through the layer of vapor, the droplets impact on 
surface, excitation of elastic waves in rolled material. Analysis of pre-
viously derived dispersion equation  for Kelvin-Helmholtz  instability 
of vapor-water interface was carried out. It is shown that for 30–60  m/s 
difference in velocities of liquid and vapor layers, the maximum incre-
ment in nanoscale range of wavelengths is observed. Average size of 
generated drops is determined by wavelength at which the maximum 
increment  dependence  is  reached.  Thus,  mechanism  of  accelerated 
cooling  of  rolled  steel  proposed  earlier  is  confirmed by quantitative 
calculations. Drops, reaching rolled metal, excite thermoelastic wave 
which being distributed along its section promotes increase in impact 
strength. To reveal regularities of propagation of elastic waves created 
by drops in rolled metal, problem of theory of thermoelasticity in cool-
ing was solved by method of Fourier and Laplace integral transforma-
tions. It turned out that the problem posed is analogous to the problem 
of heating the surface with triangular temperature profile. Evolution of 
stress waves was investigated. At  initial moments,  the front of wave 
appeared to be a stretching wave. When reflected from the free end, the 
wave becomes a compression wave with stresses leading to cracks clo-
sure, and thus it leads to increase in toughness. Obtained results can be 
used in search for optimal modes of heat treatment of rolled products, 
providing high mechanical properties.

Keywords: rolling, cooling, Kelvin-Helmholtz instability, impact strength, 
thermoelastic wave, half-wave.
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