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Прогнозирование возникновения критических на-
пряжений, приводящих к браку в отливках, на основе 
математического анализа напряженно-деформирован-
ного состояния литой детали в процессе ее кристал-
лизации и охлаждения напрямую связано с тепловыми 
условиями ее формирования, а, следовательно, качест-
венное моделирование теплового поля системы отлив-
ка  – форма является актуальной задачей.

Рассмотрим последовательность расчета теплового 
поля системы отливка – сырая песчано-глинистая фор-
ма (ПГФ). Для отливки простой конфигурации (плоская 
стенка) описание теплообмена может быть представле-
но одномерным уравнением теплопроводности. Рас-
сматриваемая задача осложнена необходимостью учета 
выделения скрытой теплоты кристаллизации металла и 
испарения влаги в форме под воздействием теплового 
потока отливки.

В качестве расчетной схемы теплового поля при-
мем неявную разностную схему, аппроксимирующую 
решение линейной одномерной задачи теплопроводно-
сти, получение которой детально описано в работе [1]. 
В  отличие от аналогичных явных разностных схем при-
менение выбранной методики расчета характеризуется 
большей устойчивостью [2], что позволяет применять 
ее в широком диапазоне временных и пространствен-
ных интервалов расчетной модели.

Принимая объект отливка – форма как систему из 
двух сопряженных элементов толщиной δ1 , δ2 с различ-
ными теплофизическими характеристиками (рис.  1), 
разбив систему на ряд слоев толщиной h. Определив 
начальные условия (температуры заливки сплава, фор-
мы, окружающей среды) расчета в момент времени 
n  =  0, рассчитаем температуру в i-м узле пространст-
венной решетки в момент времени n  +  1 следующим 
образом [1]:

        (1)

где  – температура в i-м узле системы в n  +  1 момент 
времени, К; αi , βi – прогоночные коэффициенты.

Коэффициенты αi , βi определим по формулам

          (2)

          (3)

В свою очередь, коэффициенты Аi , Вi , Сi и Fi опреде-
лим из следующих уравнений [1]: 

             (4)

            (5)

            (6)

где λ – теплопроводность i-го слоя, Вт/(м·К); h – величи-
на i-го слоя, м; ρ – плотность материала в i-м слое, кг/м3; 
с – теплоемкость i-го слоя, Дж/(кг·К); τ – временной ин-
тервал между n и n  +  1 моментом времени, с;  – тем-
пература i-го слоя в момент времени n, К.

Для определения αi и βi по формулам (2), (3) необхо-
димо знать α1 и β1 (граничные условия для центра стен-
ки отливки), которые применительно к условиям реше-
ния рассматриваемой задачи определяются из условия 
симметрии [1]

              (7)
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Применив условие симметричности (7) к выраже-
нию (1), получим α1 = 1, β1 = 0. 

Учитывая, что сопряжение стенки отливки и формы 
происходит в узле i* по координатам х* (рис.  1), приме-
ним для него граничное условие IV рода. Это условие 
применимо после заливки формы и до начала усадоч-
ных процессов. Прогоночные коэффициенты для этого 
узла определяются по формуле 

   (8)

Таким образом, при определении температурного 
поля в области 0 ≤ x < x* (рис.  1) используем прого-
ночные коэффициенты (2), (3), построенные на осно-
ве теплофизических характеристик среды 1. В области 
x*  <  x  ≤  M – среды 2. При x = x* используем систему 
уравнений (8).

Температуру поверхности формы в слое i  =  N най-
дем по формуле [1]

     (9)

где Т0 – температура окружающей среды, К;  – тем-
пература границы в точке М (рис.  1), К; a2  =  λ2 / (c2 ρ2 )  – 
температуропроводность среды 2, м2/с; γ – коэффици-
ент теплоотдачи.

Коэффициент теплоотдачи γ, применяемый в урав-
нении (9), рассчитаем по формуле Стефана-Больцма-
на  [3]:

       (10)

где ε′ – степень черноты; σ0 = 5,67 – постоянная Стефана-
Больцмана; γконв – конвективная теплоотдача, Вт/(м2·К).

Точность любого теплотехнического расчета зави-
сит, прежде всего, от качественного определения тепло-
физических коэффициентов среды, температурное поле 
которой находится. Рассмотрим вопрос о нахождении 
теплоемкости формовочной смеси сырой ПГФ. 

Тепловой баланс i-го слоя формы запишется как

             (11)

где  – тепло, затраченное на прогрев слоя смеси, Дж/кг 
смеси;  – тепло, затраченное на нагрев воды, содер-
жащейся в 1 кг смеси, Дж/кг смеси;   – тепло, затрачен-
ное на парообразование влаги в 1 кг смеси, Дж/кг смеси.

Для расчета тепла, затраченного на нагрев формы, 
требуется найти значение удельной теплоемкости для 
каждого из слагаемых выражения (11).

Температурное изменение теплоемкости в процессе 
нагрева сухого слоя смеси в первом приближении мож-
но выразить через удельную теплоемкость основного 
компонента ПГФ – оксида кремния SiO2 по следующей 
формуле [4]:

           (12)

где CSiO2
 – удельная теплоемкость оксида кремния, 

Дж/(кг·К).
Значение теплоемкости, рассчитанное по выраже-

нию (12), используется при расчете теплового поля су-
хих ПГФ. 

Миграция влаги, происходящая при парообразова-
нии в слое формовочной смеси под воздействием теп-
лового потока от отливки, требует учета затрат тепла, 
которые зависят от начальной влажности формы [5].

При применении разностных схем расчета тепло-
вого поля системы учет рассматриваемого эффекта 
осуществим за счет изменения в сторону увеличения 
теплоемкости формы на температурном интервале 
(Тисп  –  Т0 ) таким образом, чтобы выполнялось условие 
теплового баланса, отнесенное на 1 кг смеси:

       (13)

где (Тисп  –  Т0 ) – температурный интервал полного испа-
рения влаги в слое формы, К; Тисп = 373 К – темпера-
тура полного испарения влаги в i-м слое смеси; Сдоб  2  – 
добавочное значение теплоемкости, компенсирующее 
теплопоглощение при парообразовании и нагреве на-
чальной влажности смеси на температурном отрезке 
(Тисп  –  Т0 ), Дж/(кг·К); U0 – начальная влажность фор-
мы,  %; L = 2,26·106 Дж/кг – теплота парообразования 
воды.

Таким образом, эквивалентная объемная теплоем-
кость Сэкв  2 слоя формы с учетом затрат тепла на нагрев 

Рис. 1. Схема к расчету теплового поля:
1 – отливка; 2 – форма
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и парообразование влаги в i-м слое смеси может быть 
отображена следующей зависимостью:

              (14)

где Сэкв  2 – эквивалентная теплоемкость, Дж/(м3∙К); ρф и 
ρсух – плотность формы и сухого слоя смеси формы при 
полном испарении влажности, кг/м3.

Ввиду того, что измельчение расчетных, временных 
и пространственных интервалов ведет к увеличению 
точности расчета, в большинстве случаев принимае-
мые пространственные интервалы при моделировании 
теплового поля формовочной смеси на порядок мень-
ше толщины δ2 всего слоя формы. Это дает основание 
предполагать, что в первом приближении вид функции 
распределения добавочной теплоемкости Сдоб  2 по тол-
щине единичного пространственного интервала незна-
чительно влияет на конечный результат расчета. Однако 
выбранная функция должна учитывать распределение 
добавочной теплоемкости так, чтобы ее значение в точ-
ке полного испарения влажности Тисп было равно нулю. 
Исходя из этого условия в качестве функции распреде-
ления было выбрано следующее выражение для рас-
чета добавочной теплоемкости Сдоп от температуры Т 
материала [6]:

       (15)

Уравнение (15) позволяет отобразить качественное 
распределение добавочной теплоемкости в исследуе-
мом интервале температуры. Адаптируя эту функцию к 
требуемым условиям, было получено выражение доба-
вочной теплоемкости Сдоб  2 [7, 8]:

  (16)

где K = 0,98 – поправочный коэффициент.
Изменение добавочной теплоемкости смеси на 

температурном интервале (Тисп  –  Т0 ) при различных 
значениях начальной влажности представленно на 
рис.  2.

Учитывая формулы (12), (16), выражение (14) экви-
валентной теплоемкости преобразуется к следующему 
виду: 

   (17)

Таким образом, при расчете прогоночных коэффи-
циентов среды 2 по уравнениям (5), (6) в качестве теп-
лоемкости используется значение Сэкв  2 , найденное по 
выражению (17). Эта формула учитывает температур-
ное изменение теплоемкости песчано-глинистой смеси, 
а также тепло, затраченное на нагрев и парообразова-
ние влаги в сырой литейной ПГФ с начальной влаж-
ностью 2 – 14 %.

Аналогично для учета теплоты кристаллизации, вы-
деляющейся в стенке отливки, при прогнозировании 
температурного поля среды 1, в интервале Tликв  –  Tсол 
(температур начала – конца кристаллизации) увеличим 
теплоемкость охлаждаемого материала таким образом, 
чтобы добавочная теплоемкость Сдоб  1 компенсировала 
выделение скрытой теплоты кристаллизации.

Эквивалентная теплоемкость стенки отливки опре-
деляем по следующему уравнению:

       (18)

где Сэкв  1 – эквивалентная удельная теплоемкость отлив-
ки, Дж/(кг·К); СMе – удельная теплоемкость металла, 
Дж/(кг·К).

В работе [9] предложено использование аналогич-
ного выражения, в котором добавочная теплоемкость 
имела постоянную величину в диапазоне температур 
кристаллизации. Для сталей и сплавов определение 
точной зависимости выделения теплоты кристаллиза-
ции представляет определенные трудности. В первом 
приближении можно предположить, что зависимость 
имеет вид, описываемый функцией [6]

                (19)

Рис. 2. Графики добавочной теплоемкости смеси при различных 
значениях начальной влажности формы
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Действительно, на начальном этапе охлаждения 
стенки при достижении сплавом температуры ликви-
дус происходит плавное нарастание тепловыделения 
в металле, которое заканчивается в районе темпера-
туры солидус в связи с уменьшением жидкой фазы 
металла.

Адаптируя функцию (19) к требуемым условиям, 
было получено выражение добавочной теплоемкости 
Сдоб  1 [10], величина и положение экстремума которой 
зависят от теплоты кристаллизации металла и значений 
температур солидус Тсол и ликвидус Тликв , определяе-
мых по диаграммам состояния сплавов:

      (20)

где ω – удельная теплота кристаллизации, Дж/кг.
Проверку работы модели при прогнозировании по-

лей сырой песчано-глинистой формы осуществляли на 
основе экспериментальных данных работы [11].

Расчет теплового поля формы велся при следую-
щих условиях: температура заливки алюминиевой пли-
ты Tзал  =  980  К; Тликв = 947 К; Тсол = 942 К; Т0 = 273  К; 
теп лоемкость алюминия СMе = 880 Дж/(кг·К); толщи-
на стенки отливки δ1 = 0,015 м, формы δ2  =  0,20  м; 
λ1  =  250  Вт/(м∙К); λ2  =  0,9 Вт/(м·К); ρ1= 2700 кг/м3; 
ρф  =  1600 кг/м3; U0 = 4,7 %; ω = 2,7·105 Дж/кг (рис. 3). 

Некоторое отклонение экспериментальных и рас-
четных данных в начальный момент времени проис-

ходит ввиду того, что при расчете не учитывали на-
грев смеси от тепла, выделившегося при конденсации 
водяного пара из сухого слоя формы. Это допущение 
принято вследствие того, что исходя из теплового ба-
ланса, теплота, отданная конденсированной влагой 
на нагрев формы, будет возвращена за счет теплового 
потока отливки при повторном нагреве и испарении 
конденсата, а следовательно, эту теплоту в расчете не 
учитывали. Сравнение расчетных и эксперименталь-
ных данных (рис.  3) показало удовлетворительную 
сходимость.

Выводы. Анализ теплового состояния системы от-
ливка – форма может быть направлен на прогнозиро-
вание в динамике ее прочностных свойств с учетом 
миграции влаги при различных значениях начальной 
влажности формы. Представленный расчет является 
сос тавной частью задачи напряженно-деформирован-
ного состояния системы. Предложенная в настоящей 
работе методика расчета параметров эквивалентной 
теплоемкости для отливки и формы может быть ис-
пользована в тепловых моделях расчета отливок.
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Abstract. The article considers the temperature fi eld modeling issue in 
«sand and clay form – cast» system. The results obtained during the 
research allow modeling a thermal process of moulded piece produc-
tion made both with pure metals and alloys, which solidify in a liqui-
dus  – solidus temperature range in dry and wet sand and clay forms 
with 2 – 14 % moisture. 
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