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Аннотация. Представлена математическая модель напряженно-деформированного состояния рулона в процессе смотки полосы с учетом сов-
местного влияния неплоскостности, шероховатости поверхности и поперечной разнотолщинности (выпуклости профиля поперечного 
сечения). Напряженно-деформированное состояние рулона тонкой стальной полосы оказывает существенное влияние на распределение 
температуры в рулоне и образование окалины во время остывания при горячей прокатке, свариваемость витков при отжиге холодноката-
ной полосы, форму самого рулона и т. п. В основе математической модели лежит представление рулона в качестве отдельных вложенных 
друг в друга полых цилиндров конечной длины. Цилиндры разбиваются на отдельные участки по ширине. Показано, что при этом сумма 
решений уравнения Ляме для отдельных участков сходится с решением для цилиндра в целом. Модель позволяет рассчитывать напряжен-
но-деформированное состояние рулона с учетом образования зазора между соседними витками из-за поперечной разнотолщинности по-
лосы. Показано распределение в рулоне радиальных и тангенциальных напряжений, сформированных при смотке полосы. Разработанная 
модель позволяет рассчитывать напряженно-деформированное состояние рулона при смотке ровной полосы, при смотке выпуклой ровной 
полосы без натяжения, при неплотной смотке выпуклой ровной полосы с натяжением, меньшим натяжения плотной смотки, при плотной 
смотке выпуклой ровной полосы с натяжением, обеспечивающим плотную смотку, а также при смотке выпуклой неровной полосы без на-
тяжения. Расчет величины сближения контактирующих поверхностей с учетом шероховатости осуществляется на основе вероятностного 
подхода. Представлен алгоритм расчета напряженно-деформированного состояния рулона. Показанное распределение напряжений в руло-
не является характерным для смотки стальных полос. Проверена адекватность данной модели для случая смотки горячекатаной полосы по 
величине зоны плотного прижатия соседних витков. Плотность прижатия витков в рулоне оценивалась по цветам побежалости на кромках 
горячекатаной полосы. Расхождение между измеренной и расчетной зонами плотного прижатия составляет 3 %. 
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Напряженно-деформированное состояние (НДС) 
стального листа и рулона тонкой стальной полосы ока-
зывает существенное влияние на распределение тем-
пературы в листе и рулоне, образование окалины во 
время остывания при горячей прокатке, свариваемость 
витков при отжиге холоднокатаной полосы, форму 
стального листа и рулона и т. п. [1 – 25]. Известны мо-
дели напряжено-деформированного состояния рулона, 
учитывающие раздельное влияние таких факторов, как 
натяжение [1  –  2], шероховатость [5  –  6], поперечная 
разнотолщинность [8  –  9] и неплоскостность поло-
сы  [3,  4,  7]. Тем не менее, существует потребность в ма-
тематической модели, которая учитывает одновремен-
ное влияние всех этих факторов. В настоящей работе 
представлена модель, учитывающая взаимное влияние 
шероховатости, неплоскостности и поперечной разно-
толщинности на НДС рулона. 

Рассмотрим смотку полосы толщиной h(z,  x), где 
z  – координата по ширине полосы; x  – координата по 
длине. Смотка производится c натяжением T на барабан 
моталки, представленный эквивалентным цилиндром. 
При пересчете декартовых координат (z,  x) полосы в 

цилиндрические координаты (r – радиальная координа-
та, φ  – угловая координата) допустим, что толщина в 
пределах одного витка постоянна по координате φ. Тог-
да величину h(z,  x) можно заменить величиной 

		       hi (z) = hi + Δhi (z),	 (1)

где hi  – минимальная толщина в пределах i-го витка; 
Δhi (z)  – поперечная разнотолщинность полосы в пре-
делах i-го витка. 

Геометрические характеристики сматываемого вит-
ка в радиальных координатах представлены на рис.  1, 
где приняты следующие обозначения: Tпс – натяжение, 
при котором витки плотно прилегают друг к другу по 
всей ширине; ri (z) – внутренний радиус i-го витка в де-
формированном состоянии на участке плотной смотки; 
r0  – внутренний радиус барабана моталки в деформи-
рованном состоянии;  – внутренний радиус i-го витка 
на участке ширины с минимальной толщиной полосы; 
(z) – наружный радиус i-го витка в несжатом состоя

нии; (z)  – внутренний радиус i-го витка в несжатом 
состоянии; l – ширина полосы; lпс – длина участка плот-
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ной смотки;  – радиус среднего сечения i-го витка при 
смотке плоской полосы; (z) – радиус среднего сече-
ния i-го витка при смотке неплоской полосы; Δ   (z)  = 
=   (z) –   – разница между радиусом среднего сечения 
i-го витка при смотке неплоской и такой же плоской по-
лосы. 

Разобьем рулон на M отдельных участков по шири-
не, как это сделано в работе [11], где показано, что сум-
ма решений уравнения Ляме для отдельных участков 
по ширине цилиндра сходится с решением для цилинд
ра в целом. 

Тогда формула (1) примет вид:

		           hij = hi + Δhij ,	 (2)

где j – номер участка по ширине полосы; Δhij – прира-
щение толщины полосы для i-го витка на j-ом участке 
по ширине. 

Аналогичным образом заменим непрерывные вели-
чины ri (z), (z), (z), Δ   (z), (z) дискретными вели-
чинами на отдельных участках: rij , , , Δ , . 

Геометрия i-го витка однозначно определяется на-
ружными и внутренними радиусами на отдельных 
участках по ширине полосы. Выберем внутренний ра-
диус в точке минимальной толщины полосы  в качест
ве опорной точки, относительно которой определим  
и  по формулам 

		           	 (3)

		            	 (4)

Неплоскостность полосы, как правило, определяет-
ся в относительных деформациях Δεi (z): 

	             	 (5)

где Li  – длина витка; ΔLi (z)  – изменение длины витка 
из-за неплоскостности сматываемой полосы. 

С учетом (5) определим наружные и внутренние ра-
диусы i-го витка: 

		            	 (6)

		        	 (7)

		           	 (8)

		           	 (9)

С учетом того, что сила натяжения Tсн вычисляет-
ся только для текущего внешнего i-го витка, формула 
расчета запишется как сумма отдельных сил на каждом 
j-ом участке по ширине полосы [11]: 

    (10)

где lj – ширина j-го участка по ширине полосы;  – ра-
диальное напряжение (межвитковое давление) на внут
реннем радиусе i-го витка на j-ом участке по ширине 
полосы;   – перемещение внутреннего радиуса i-го 
витка на j-ом участке по ширине полосы; M – количест-
во участков по ширине полосы; E – модуль упругости; 
ν  – коэффициент Пуассона. 

Рис. 1. Расчетная схема модели НДС рулона:
а – смотка ровной полосы; б – смотка выпуклой ровной полосы 
без натяжения; в – неплотная смотка выпуклой ровной полосы с 
натяжением T < Tпс ; г – плотная смотка выпуклой ровной полосы 
с натяжением T  ≥  Tпс ; д – смотка выпуклой неровной полосы без 

натяжения

Fig. 1. Calculation scheme of the model of stress-strain state of a roll:
а – coiling of a flat strip; б – coiling of a convex flat strip without 

tension; в – a loose coiling of a convex flat strip with tension T < Tпс ; 
г – tight coiling of a convex flat strip with tension T  ≥  Tпс ; д – coiling of 

a convex non-flat strip without tension
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Радиальные перемещения наружной  и внутрен-
ней  поверхностей i-го витка на j-ом участке по шири-
не полосы выразим через радиусы: 

		      	 (11)

		            	 (12)

где rij и r(i +1) j – внутренний и наружный радиусы i-го 
витка, который находится в деформированном под 
натяжением состоянии на j-ом участке по ширине по-
лосы. 

Отклонение поверхности контакта от средней линии 
профиля между i-ом и (i  +  1)-ом витком (расстояние 
между соседними витками, возникающее вследствие 
шероховатости поверхностей витков) на j-ом участке 
по ширине полосы (для наружного витка рулона ukj  =  0; 
k  – количество витков): 

		          uij = 3d – Δδij ,	 (13)

где d  =  1,25 Ra – дисперсия процесса шероховатос
ти  [12]; Ra  – шероховатость полосы; Δδij  – величина 
сближения контактирующих шероховатых поверхнос
тей при действии среднего контактного давления q 
между ними. 

		          	 (14)

		     	 (15)

где HB – твердость полосы; Ak и Bk – коэффициенты, по-
лученные при аппроксимации интеграла вероятностей; 
q =   =   ;  – радиальное напряжение на наруж-
ной поверхности i-го витка на j-ом участке по ширине 
полосы;  – радиальное напряжение на внутренней 
поверхности (i  +  1)-го витка на j-ом участке по ширине 
полосы. 

Радиальные напряжения на наружной и внутренней 
поверхностях i-го витка на j-ом участке по ширине по-
лосы выразим через радиальные перемещения: 

        (16)

где , ,  и  – коэффициенты, которые рассчи-
тываются по следующим формулам [13]: 

		   	 (17)

	     	 (18)

	     	 (19)

		    ;	 (20)

где 

		     	 (21)

Приравнивая радиальные напряжения на внутрен-
ней поверхности i-го витка на j-ом участке по шири-
не полосы  к радиальным напряжениям на наружной 
поверхности (i  –  1)-го витка на j-ом участке по ширине 
полосы  (напряжения на внутренней поверхности 
барабана и внешней поверхности внешнего витка рав-
ны нулю) 

	           	 (22)

получим следующую систему уравнений: 

       (23)

где , ,  и  – коэффициенты, которые нахо-
дятся из следующих выражений [13]: 

	         	 (24)

		     	 (25)

		     	 (26)

	         	 (27)

Для однозначного определения НДС рулона по 
уравнениям Ляме необходимо знать радиальные напря-
жения на поверхностях каждого витка, которые опре-
деляются по формуле (16). Для этого, в свою очередь, 
необходимо знать перемещения наружной  и вну-
тренней  поверхностей витков на различных участках 
ширины. Перемещения связаны с наружными и внут
ренними радиусами витков в деформированном состоя
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нии (11) и  (12), которые находятся решением системы 
уравнений (23). Учет шероховатости осуществляется 
расширением системы (23) уравнениями (13). Ниже 
представлен алгоритм расчета. 

1. Задаем исходные данные для модели: внутренний 
 и наружный  радиусы барабана моталки; толщина 

полосы для всех витков и участков по ширине hij ; шеро-
ховатость полосы Ra ; натяжение полосы T. 

2. Задаем радиус сматываемого витка , равный на-
ружному радиусу предыдущего витка  . С учетом тол-
щины hij определяются геометрические размеры витка 
 и . 
3. Рассчитываем перемещения на внутреннем радиу

се  по формуле (11) с учетом, что Δδij  =  0. По форму-
ле  (10) рассчитываем напряжения в месте контакта  . 

4. По формуле (14) определяем Δδij . 
5.  Рассчитываем перемещения на внутреннем 

радиусе  по формуле (12) с учетом Δδij . Рассчитываем 
напряжения  в месте контакта по формуле (10). 

6. Сравниваем напряжения на текущем и предыду-
щем шагах. Если разница больше заданной погрешнос
ти, то переходим на п. 4, если меньше, то продолжаем 
дальше. 

7. По формуле (10) рассчитываем силу натяжения 
Tсн и сравниваем с T. Если сила натяжения Tсн мень-
ше натяжения T, то уменьшаем  и переходим к п.  4. 
Если сила натяжения Tсн больше натяжения T, то уве-
личиваем  и переходим на п. 4. Если разница между 
силой натяжения Tсн и натяжением T меньше задан-
ной погрешности | Tсн  –  T |  <  ε, расчет продолжается 
дальше. 

8. Решаем систему уравнений (22) при Δδij = 0. По 
формулам (11) и (12) находим перемещения. По форму-
ле (16) находим радиальные напряжения. 

9. По формуле (15) находим радиальное напряжение 
и сравниваем с радиальным напряжением по форму-
ле  (16) для всех витков i и участков j. Если радиаль-
ное напряжение по формуле (16) больше для витка i на 
участке j, увеличиваем Δδij . Если радиальное напряже-
ние по формуле (16) меньше для витка i на участке  j, 
увеличиваем Δδij . Если радиальное напряжение по фор-
муле (16) отличается от рассчитанного по формуле (15) 
для витка i на всех участках по ширине не больше ве-
личины заданной погрешности, то переходим на п. 11. 

10. Решаем систему уравнений (22) для новых Δδij . 
По формулам (11) и (12) находим перемещения. По 
формуле (16) находим радиальные напряжения.

11.  По формуле (10) вычисляем силу натяжения 
Tсн и сравниваем с T. Если сила натяжения Tсн больше 
натяжения T, то увеличиваем  и переходим на п.  4. 
Если сила натяжения Tсн меньше, то уменьшаем  и 
переходим на п.  4. Если разница между силой натяже-
ния Tсн и натяжением T меньше заданной погрешности 
| Tсн  –  T | < ε, запоминаем размер текущего витка , до-
бавляем следующий виток и переходим на п. 2. Когда 
все витки добавлены – расчет окончен. 

Для иллюстрации расчета зададим параметры мо-
дели, характерные для условия смотки горячекатаной 
полосы: удельное натяжение T/S  =  30  МПа, где S – пло-
щадь поперечного сечения полосы; профиль наматывае
мой полосы параболический с выпуклостью +30  мкм; 
минимальная толщина h  =  2,5  мм; геометрические раз-
меры барабана моталки – внутренний радиус 0,34  м и 
наружный радиус 0,425  м; число витков 244; ширина 
полосы l  =  1,25  м; шероховатость полосы Ra  =  1,5  мкм; 
упругие свойства E и ν для стали. 

 Результаты расчета представлены на рис.  2. Распре-
деление напряжений в рулоне является типичным и при 
изменении параметров модели меняется в основном по 
величине. 

Проверим адекватность модели НДС рулона с уче-
том шероховатости и поперечной разнотолщинности 
полосы, сравнив фактическую зону плотной смотки с 
расчетной. Фактическая зона плотного прижатия вит-
ков определялась по цветам побежалости на кромках 
полосы. Измерения проводились на горячекатаной по-
лосе стали 08Ю (предел текучести при температуре 
смотки σт  =  250  МПа; удельное натяжение при смотке 
T/S  =  18,3  МПа) толщиной 2,5  мм и шириной 1270  мм. 
В расчетах использовали не идеализированный, а 
реальный профиль полосы, так как НДС рулона чувст-
вительно к форме профиля. 

Результаты сравнения представлены на рис.  3. Рас-
четная ширина зоны плотного прижатия витков в ру-
лоне отличается от фактической в среднем на 3  %. Это 
свидетельствует об адекватности разработанной моде-
ли. 

Выводы. Разработана математическая модель расче-
та НДС рулона, учитывающая шероховатость, непло-
скостность и поперечную разнотолщинность сматывае
мой полосы. 

Выполнена проверка адекватности математической 
модели сравнением фактической и расчетной ширины 
зоны плотного прижатия витков в горячекатаном руло-
не. Среднее отклонение составляет 3 %. 
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Рис. 3. Сравнение фактической и расчетной зон плотного прижатия витков

Fig. 3. Comparison of the actual and calculated zones of the tightly pressed rounds

PARAMETRICAL MODEL OF STRESS-STRAIN STATE OF THE ROLL ON A COILER

Izvestiya VUZov.  Chernaya Metallurgiya = Izvestiya.  Ferrous Metallurgy.  2017.  Vol.  60.  No.  11,  pp. 925–931.

S.M. Belskii, I.I. Shopin

Lipetsk State Technical University, Russia, Lipetsk

Abstract. The article presents a mathematical model of stress-strain state of 
the roll in the process of coiling at the simultaneous action of nonflat-
ness, surfaces’ roughness and gage transverse variation (a convexity of 
the cross-sectional profile). The stress-strain state of a thin steel strip 
roll has a significant effect on the distribution of temperature in the roll 
and the formation of scale during cooling at hot rolling, the weldability 
of the turns during annealing of the cold-rolled strip, the shape of the 
coil itself, etc. The mathematical model is based on representation the 
roll as separate embedded hollow cylinders of finite length. Cylinders 
are divided into separate sections in width. It is shown that, in this case, 
the sum of the solutions of the Lamé equation for individual sections 
converges with the solution for the cylinder as a whole. The model 
makes it possible to calculate the stress-strain state of a roll taking 
into account the formation of a gap between adjacent turns due to the 

transverse strip thickness. The distribution in the roll of the radial and 
tangential stresses formed when the strip is under coiling is shown. The 
developed model makes it possible to calculate the stress-strain state 
of a roll when coiling an even strip, when coiling a convex flat strip 
without tension, when coiling a convex flat strip with a tension, less 
than tight tension, when coiling a convex flat strip with a tight tension, 
and also when coiling a convex uneven strip without tension. The cal-
culation of convergence of the contacting surfaces taking into account 
the roughness is based on a probabilistic approach. The article presents 
an algorithm for calculating the stress-strain state of a roll. The present 
distribution of stresses in the roll is characteristic of coiling steel strips. 
Distribution in a roll of the radial and tangential tension created when 
coiling a strip is shown. Adequacy of this model in a case of coiling of 
a hot-rolled strip is checked by means of size of a zone of dense press-
ing of adjacent rounds. An estimation of density of pressing of rounds 
in a roll was evaluated by means of tarnishing on edges of a hot-rolled 
strip. The discrepancy between the measured and calculated areas of 
dense pressing is about 3 %.
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