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Аннотация. Путем применения дополнительной искомой функции и дополнительных граничных условий в интегральном методе теплового 
баланса получено точное аналитическое решение задачи теплопроводности для полубесконечной пластины при симметричных граничных 
условиях первого рода с равномерно распределенным источником теплоты. Введение дополнительной искомой функции, представляющей 
изменение температуры во времени в центре пластины, основывается на описываемой параболическим уравнением теплопроводности 
бесконечной скорости распространения теплоты, согласно которой температура в любой точке пластины начинает изменяться сразу после 
приложения граничного условия первого рода на ее поверхности. Дополнительные граничные условия находятся так, чтобы их выполне-
ние искомым решением было эквивалентно выполнению уравнения краевой задачи в граничных точках. При их нахождении используется 
дифференциальное уравнение и заданные граничные условия. Приведенные общие формулы позволяют найти дополнительные гранич-
ные условия для любого числа приближений. Показано, что выполнение уравнения в граничных точках приводит к его выполнению и 
внутри области с точностью, зависящей от числа приближений (числа дополнительных граничных условий). Использование интегрально-
го метода теплового баланса позволяет свести решение уравнения в частных производных к интегрированию обыкновенного уравнения 
относительно дополнительной искомой функции. Отсутствие необходимости интегрирования исходного уравнения по пространственной 
переменной позволяет использовать данный метод при решении многих сложных краевых задач (нелинейных, с переменными коэффи-
циентами и др.), для которых затруднительно получить решение с помощью классических точных аналитических методов. Используя 
найденное аналитическое решение, а также результаты изменения температуры во времени в одной из точек пластины, полученные ме-
тодом конечных разностей, путем решения обратной задачи теплопроводности восстановлена мощность внутреннего источника теплоты. 
Результаты работы могут быть использованы для идентификации источников теплоты, возникающих при воздействии электромагнитных 
волн, высокочастотных колебаний и прочее, а также при плавлении или кристаллизации сплавов, сопровождающихся возникновением 
внутренних источников теплоты. 
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В теории теплопроводности известны методы, кото-
рые основаны на определении фронта температурного 
возмущения – глубины прогретого слоя [1  –  12]. Их ис-
пользование сопровождается разделением процесса теп
лопроводности на две стадии по времени. Первая стадия 
характеризуется постепенным продвижением фронта 
температурного возмущения от поверхности тела до его 
центра, а вторая – изменением температуры во всем его 
объеме. В настоящей работе рассматривается метод по-
лучения точного аналитического решения, позволяющий 
избежать рассмотрения первой стадии процесса.

Основные положения метода рассмотрим на приме-
ре решения задачи теплопроводности для пластины с 

источником теплоты в следующей математической по-
становке

    (1)

		            Θ(ξ, 0) = 0;	 (2)

		           	 (3)

		           Θ(1, Fo) = 1,	 (4)

где  безразмерная температура; ξ  =  x / δ  –  
 

безразмерная координата; Fo  =  aτ / δ2  – число Фурье; 
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 число Померанцева; T – температура;  
 
x – координата; τ  – время; T0 – начальная температура; 
Tст – температура стенки; a  – коэффициент температу-
ропроводности; δ  – половина толщины пластины; ω  – 
мощность внутренних источников теплоты; λ  – коэф-
фициент теплопроводности.

Введем дополнительную искомую функцию

		        q(Fo) = Θ(0, Fo),	 (5)

представляющую изменение во времени температу-
ры в центре пластины ξ  =  0. Очевидно, что величина 
q(Fo) ввиду описываемой уравнением (1) бесконечной 
скорости распространения теплоты начинает изменять-
ся тотчас же после приложения граничного условия 
первого рода в точке ξ  =  1. Следовательно, диапазон ее 
изменения включает весь диапазон времени нестацио-
нарного процесса 0 < Fo < ∞.

Решение задачи (1) – (4) принимается в виде

	   	 (6)

где bk (q) – неизвестные коэффициенты; φk (ξ)  =  cos(r πξ /2); 
(r  =  2k – 1, k =    ) – координатные функции.

Соотношение (6), благодаря принятой системе коор-
динатных функций, в любом приближении точно удов-
летворяет граничным условиям (3), (4). Неизвестные 
коэффициенты bk (q) находятся из условия (5) и неко-
торых дополнительных граничных условий [1,  10  –  18].

Для нахождения первого из них продифференциру-
ем (5) по Fo

		      	 (7)

Сравнивая соотношение (7) с уравнением (1), полу-
чаем дополнительное граничное условие вида

	             	 (8)

Дифференцируя (8) по переменной Fo, с учетом 
уравнения (1) находим

		    	 (9)

Общая формула для этих условий имеет вид

	    	 (10)

В первом приближении, подставляя (6) (ограни-
чиваясь одним членом ряда) в (5), для определения 
неизвестного коэффициента b1(q), будем иметь алгеб

раическое линейное уравнение, из решения которого  
 

находим  Соотношение (6) с уче- 
 

том b1(q) будет

  (11)

Потребуем, чтобы соотношение (11) удовлетворяло 
некоторому осредненному уравнению – интегралу теп
лового баланса

	   	 (12)

Подставляя (11) в (12), получаем

	            	 (13)

Интегрируя уравнения (13), находим

	        	 (14)

где C1 – постоянная интегрирования.
Подставляя (14) в (11), получаем

 (15)

Для определения C1 составим невязку начального 
условия (2) и потребуем ортогональности невязки к ко-
ординатной функции φ1 (ξ)

   (16)

Соотношение (16) относительно C1 представляет 
алгебраическое уравнение. Определяя интегралы, на- 
 

ходим  С учетом C1 соотношение (15)  
 

принимает вид

	  	 (17)

Соотношение (17) точно удовлетворяет условиям 
(3), (4), уравнению (1) и приближенно – условию (2). 
Для повышения точности найдем решение во втором 
приближении. Подставляя (6) (ограничиваясь двумя 
членами ряда) в (5), (8), для b1(q) и b2(q) получим систе-
му двух алгебраических уравнений. После их определе-
ния соотношение (6) будет иметь вид
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 (18)

где 
Подставляя (18) в интеграл теплового баланса (12), 

получаем

	         	 (19)

Интегрируя уравнение (19), находим

 (20)

где C1 , C2 – постоянные интегрирования.
Соотношение (18) с учетом (20) принимает вид

	     	 (21)

Постоянные C1 и C2 находятся из условия (2). Соста-
вим его невязку и потребуем ортогональности невязки 
к координатным функциям φ1 (ξ) и φ2 (ξ)

  (22)

Ввиду ортогональности косинусов, неизвестные C1 
и C2 в системе алгебраических уравнений (22) разделя-
ются (каждое уравнение содержит лишь одно неизвест-
ное). Формулы для их определения будут

	  	 (23)

Соотношение (21) с учетом (23) принимает вид

   (24)

Соотношение (24) представляет решение задачи 
(1) – (4) во втором приближении. В третьем приближе-
нии используются условия (5), (8) и одно дополнитель-
ное условие, получаемое по формуле (10) (при i  =  1). 

Решение задачи в третьем приближении имеет вид

	          	 (25)

где 

	     	 (26)

Анализируя соотношение (25), можно заметить, что 
формулы для коэффициентов Ak и собственных чисел μk 
совпадают с точными формулами для них. Исследова-
ния решений в последующих приближениях показали 
справедливость формул (26). Следовательно, при n  →  ∞ 
формула (25) совпадает с классическим точным анали-
тическим решением краевой задачи (1) – (4) [19 – 22].

Допустим, что из эксперимента известно изменение 
температуры в точке ξ  =  0 при Po  =  1 в диапазоне числа 
Фурье Fo1  ≤  Fo  ≤  Fo4 (в качестве экспериментальных 
данных будем использовать результаты численного ре-
шения задачи (1) –  (4)). Кривая изменения найденной 
таким путем температуры дана на рисунке. Аппрокси-
мируем эту кривую следующей функцией

	   Θ(0, Fo) = b1 + b2 Fo + b3 Fo2 + b4 Fo3,	 (27)

где b1 , b2 , b3 , b4 – неизвестные коэффициенты.
Записывая соотношение (27) для точек 1, 2, 3, 4 

кривой и считая, что температуры в этих точках наб
людаются соответственно для чисел Фурье, равных 
Fo1  =  0,15; Fo2  =  0,25; Fo3  =  0,35; Fo4  =  0,45, для опре-
деления неизвестных коэффициентов b1 , b2 , b3 , b4 бу-
дем иметь систему четырех алгебраических уравнений, 
в которой значения полученных из расчета по методу 
конечных разностей температур в точках 1, 2, 3, 4 были 

Результаты аппроксимации численного решения по формуле (27):
 – численное решение;  – аппроксимирующая кривая 

(по формуле (28))

Results of approximation of the numerical decision by the formula (27): 
 – numerical decision;  – approximating curve 

(by the formula (28))
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соответственно равны Θ(Fo1 )  =  0,264; Θ(Fo2 )  =  0,535; 
Θ(Fo3 )  =  0,746; Θ(Fo4 )  =  0,911. Из решения этой си-
стемы находим b1  =  –0,286; b2  =  4,324; b3  =  –4,75; 
b4  =  2,333.

Соотношение (27) с учетом найденных bk (k  =  1, 2,  3,  4) 
будет

Θ(0, Fo) = –0,286 + 4,324 Fo – 4,75 Fo2 + 2,333 Fo3.  (28)

Результаты расчетов по формуле (27), приведенные 
на рисунке, позволяют сделать заключение об их прак
тическом совпадении с результатами решения задачи 
(1) – (4) методом конечных разностей.

Из решения обратной задачи с использованием соот-
ношения (17) можно идентифицировать (восстановить) 
число Po. Подставляя (28) в левую часть решения (17), 
положив ξ  =  0, и определяя интеграл от полученного со-
отношения в пределах Fo1  ≤  Fo  ≤  Fo4 , получаем

 (29)

Определяя интегралы в уравнении (29), относитель-
ного искомого числа Po будем иметь алгебраическое 
уравнение, из решения которого находим Po  =  0,999. 
Точное значение числа Po (при котором выполнялся 
численный расчет) было Po  =  1,0. Следовательно, от-
клонение найденного из уравнения (29) числа Po от его 
точного значения составляет 0,1  %.

Путем решения обратных задач из соотношения  (17) 
можно найти величину мощности источника теплоты, 
возникающего в кристаллизующемся сплаве в процес-
се фазового перехода. Известно, что во многих сплавах 
процесс кристаллизации протекает ступенчато во вре-
мени, причем, каждая ступень включает определенный 
температурно-временной диапазон. Имея эксперимен-
тальные данные по температуре в процессе кристалли-
зации, путем решения обратной задачи теплопроводнос
ти можно оценить мощность выделившегося источника 
теплоты на каждой отдельно взятой ступеньке.

Выводы. Используя дополнительные граничные ус-
ловия и дополнительную искомую функцию, получено 
точное аналитическое решение нестационарной задачи 
теплопроводности для полубесконечной пластины с 
источником теплоты. Введение дополнительной иско-
мой функции позволяет свести решение уравнения в 
частных производных к интегрированию обыкновенно-
го дифференциального уравнения.

 Отсутствие необходимости интегрирования уравне-
ния в частных производных, заменив его выполнением 

интеграла теплового баланса, позволяет использовать 
данный метод для решения многих сложных краевых 
задач (нелинейных, с переменными физическими свой-
ствами и др.), решение которых с помощью классичес
ких аналитических методов затруднительно.
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Abstract. By application of additional required function and additional 
boundary conditions to the integral method of heat balance, the  
exact analytical decision of the heat conductivity task for a semi-
infinite plate was received in case of the symmetric boundary condi-
tions of the first kind with uniformly distributed warmth source. In-
troduction of the additional required function representing change of 
temperature in time in plate center is based on the heat conduction of 
the infinite speed of warmth distribution described by the parabolic 
equation according to which temperature in any point of a plate be-
gins to change right after application of a boundary condition of the 
first kind on its surface. Additional boundary conditions are so that 
their execution, by the required decision, was equivalent to execution 
of the equation of a boundary value problem in boundary points. In 
case of their finding the differential equation and the given boundary 
conditions is used. The general formulas given in article allow to find 
additional boundary conditions for any number of approaches. It is 
shown that execution of the equation in boundary points leads to its 
execution also in the area with an accuracy depending on number of 
approaches (number of additional boundary conditions). Use of an 
integral method of a heat balance allows to consolidate the solution 
of a partial equation to integration of the ordinary equation of rather 
additional required function. Absence of need of integration of an 
input equation on space variable allows to use this method in case of 
the solution of many difficult boundary value problems (non-linear, 
with float factors, etc.) for which it is difficult to receive the deci-
sion by means of classical exact analytical methods. Using the found 
analytical solution, and also results of temperature change in time in 
one of plate points received by method of finite differences, the solu-
tion of the reverse task of heat conductivity regenerated the power 
of an internal source of warmth. Results of operation can be used for 
identification of the sources of warmth arising in case of influence 
of electromagnetic waves, high-frequency oscillations and so forth, 
and also in case of melting or crystallization of the alloys which are 
followed by origin of internal sources of warmth.

Keywords: non-stationary heat conductivity, semi-infinite plate, warmth 
source, infinite speed of warmth distribution, integrated method of 
thermal balance, exact analytical decision, additional required func-
tion, additional boundary conditions.
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