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Аннотация. Получены новые аналитические решения для анализа напряженного состояния при осадке полосы из идеального жесткопласти-
ческого материала в условиях плоской деформации. Рассмотрены участки с переменными силами трения. Основное отличие полученных 
решений от известных заключается в использовании точного условия пластичности Мизеса вместо приближенного, записанного в глав-
ных напряжениях. Для расчета контактных напряжений на участке скольжения принят закон трения Амонтона–Кулона. Из интегрального 
условия равновесия торца полосы получена зависимость контактных напряжений на торце от коэффициента трения. Установлено, что в 
сечении, расположенном на расстоянии x от торца, производная от контактного напряжения по координате x обращается в нуль в конце 
участка скольжения при достижении касательными напряжениями предела текучести при чистом сдвиге. Показано, что замена точного 
условия  пластичности  приближенным приводит  к  существенному  уменьшению размеров  участка  скольжения. Из  решения  уравнений 
равновесия  плоской  задачи  с  использованием  параболической  аппроксимации  условия  пластичности  получены  рекуррентные  зависи-
мости для определения контактных напряжений на участке  застоя. Установлено,  что  с  уменьшением силы трения на  границе участка 
застоя его ширина увеличивается. В результате численного анализа напряженного состояния на участке застоя предложены эмпирические 
зависимос ти ширины участка от значения контактных касательных напряжений на его границе. Найдены условия существования участков 
торможения и скольжения, предложены зависимости для вычисления равнодействующих нормальных контактных напряжений на этих 
участках. С  учетом полученных распределений контактных напряжений уточнены выражения для определения усилия осадки полосы. 
Выполнено сопоставление полученных результатов с известными экспериментальными и теоретическими данными. Дана оценка погреш-
ности расчета усилия осадки инженерным методом. 
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стоя, усилие осадки.

DOI: 10.17073/0368-0797-2017-9-691-697

Величина и характер приложения технологических 
нагрузок к исполнительным органам машин для обра-
ботки металлов давлением, а также качество получае-
мых  изделий  в  значительной  степени  определяются 
распределением  напряжений  на  контактной  поверх-
ности  очага  деформации  [1  –  2].  Экспериментально 
установлено, что при осадке полосы в условиях плос-
кой деформации на контактной поверхности в общем 
случае можно выделить три характерные зоны: сколь-
жения,  торможения и  застоя  [3  –  7]. В  зоне  скольже-
ния  касательные  контактные напряжения  возрастают 
по направлению от торца полосы к ее оси, в зоне тор-
можения  остаются  неизменными,  равными  τs  –  пре-
делу  текучести  при  чистом  сдвиге,  а  в  зоне  застоя 
уменьшают ся до нуля в нейтральном сечении полосы. 
C  уменьшением  ширины  полосы  сначала  пропадает 
зона  торможения,  и  эпюра  контактных  напряжений 
становится  двухзонной.  Затем  происходит  уменьше-
ние ширины  зоны скольжения вплоть до  ее исчезно-
вения  и  на  эпюре  контактных  напряжений  остается 
только зона застоя.

Для  анализа  напряженного  состояния  при  осадке 
полосы из идеального жестко-пластического материала 
используют следующие дифференциальные уравнения 
равновесия

                (1, а)

                 (1, б)

совместно с условием пластичности Мизеса:

                   (2)

где σx и σy – нормальные напряжения; τ – касательные 
напряжения.

Точные  решения  системы  уравнений  (1)  –  (2)  для 
зон с постоянными силами трения приведены в рабо-
тах  [7  –  10].  Для  зон  скольжения  и  застоя  имеются 
решения  [3,  11  –  13],  основанные  на  использовании 
приближенного условия пластичности, записанного в 
главных  напряжениях.  При  определении  контактных 
напряжений в этих зонах широко применяется инже-
нерный  метод  [3],  суть  которого  заключается  в  том, 
что  из  двух  уравнений  равновесия  рассматривают 
только  уравнение  (1,  а).  На  основании  эксперимен-
тальных исследований принимают,  что  в  зоне  сколь-
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жения  контактные  напряжения  подчиняются  закону 
трения Амон тона–Кулона. Для зоны застоя использу-
ют  допущения  о  линейной  зависимости  контактных 
касательных напряжений от расстояния до нейтраль-
ного сечения полосы и о равенстве ширины этой зоны 
Lз  толщине  полосы  2h.  При  указанных  допущениях 
получены  аналитические  выражения  для  описания 
контактных напряжений в зонах скольжения и застоя 
и определения усилия осадки  [3].

В  работах  [14,  15]  найдены  замкнутые  решения 
уравнения  (1,  а)  совместно  с  условием  пластичнос-
ти  (2) для контактных напряжений в зонах с перемен-
ными силами трения. Установлено,  что  замена  точно-
го условия пластичности приближенным существенно 
меняет ширину зоны скольжения и характер изменения 
контактных напряжений. Применяя метод послойного 
деления  очага  деформации  изолиниями  касательных 
напряжений совместно с параболической аппроксима-
цией условия пластичности,  в  работах  [15,  16]  нашли 
распределения контактных напряжений в зоне застоя и 
зависимость ширины  этой  зоны от  показателя  трения 
μ  =  τm / τs , где τm – максимальное касательное напряже-
ние в зоне застоя. 

Цель  данной  работы  –  совершенствование  мето-
дики расчета размеров зон скольжения,  торможения 
и застоя при осадке полосы с учетом распределения 
контактных  напряжений  в  пределах  этих  зон,  полу-
ченных  из  решения  системы  уравнений  (1)  –  (2),  и 
уточнение  зависимостей  для  определения  усилия 
осадки полосы.

Используя  закон  трения Амонтона–Кулона  совмес-
тно  с  допущением  о  линейном  распределении  каса-
тельных напряжений по толщине полосы, зависимость 
между касательными и нормальными контактными на-
пряжениями для зоны скольжения представили в виде

              (3)

где  f – коэффициент трения;   – относительные  
 

нормальные  контактные  напряжения  (далее  просто 
нормальные контактные напряжения).

Примем обозначение zk = z при y  =  h. Распределение 
нормальных  контактных  напряжений  в  зоне  скольже-
ния для условия пластичности в форме (2) задается вы-
ражением [15]

               (4)

где x – координата контактной поверхности; C1 – про-
извольная постоянная, определяемая из граничных ус-
ловий.

Располагая начало координат на торце полосы, по-
лучили выражение для C1 :

где p0 – нормальные напряжения на торце.
Величина p0 зависит от распределения касательных 

контактных напряжений в зоне скольжения [9]. Как по-
казано в работе [10], при постоянной силе контактного 
трения, характеризуемой показателем трения μ, макси-
мальному  возможному  значению  μ  =  1  соответствует 
p0  =  0,5π. В случае отсутствия силы трения (μ  =  0) по-
лучено p0  =  2. Определим p0 при использовании закона 
трения Амонтона–Кулона  из  условия  отсутствия  нор-
мальной силы на торце:

                  (5)

Из  уравнения  (1,  б)  с  учетом  (3)  получили  зависи-
мость для определения σy в торцевом сечении:

        (6)

где C2 – произвольная постоянная; u = hdp/dx при x  =  0.
Значение  u  определили,  дифференцируя  по  x  пра-

вую и левую части уравнения (4) с учетом обозначения 
t  =  p0  f :

Выразили σx из условия пластичности (2), подстави-
ли в уравнение (5) и, принимая во внимание (6), записа-
ли после преобразований:

Из выражения  (6) при y = h и σy = –p0 / τs  с учетом 
C2 получили трансцендентное уравнение для определе-
ния  p0 :

              (7)

Как  следует  из  уравнения  (7),  максимальное  воз-
можное значение коэффициента трения fmax  =  2/π соот-
ветствует  t  =  1 и p0  =  π/2. В этом случае ширина зоны 
скольжения  и  производная  dp /dx  обращаются  в  нуль. 
Результаты вычислений p0 по уравнению (7) с погреш-
ностью не более 0,5 % аппроксимировали выражением

p0 = 2 – 1,22f  2,3.

Максимальную возможную ширину  зоны скольже-
ния Lc нашли из уравнения (4) при pf  =1: 
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                  (8)

Как  следует  из  сопоставления  результатов  расчета 
Lc ,  полученных  по  формуле  (8)  и  инженерным  мето-
дом  [3],  использование  приближенного  условия  плас-
тичности при f   =  0,2 приводит к уменьшению ширины 
зоны скольжения на 60  %, при f   =  0,4 – более, чем в че-
тыре раза. 

В  работе  [15]  из  решения  системы  уравнений  (1) 
и  (2) с использованием параболической аппроксимации 
условия пластичности получены рекуррентные зависи-
мости для определения касательных и нормальных кон-
тактных напряжений в зоне застоя:

  (9)

где    x2  –  координата,  отсчитываемая   

от  оси  симметрии  полосы;  Bi ,  Si , Gi  –  произвольные 
постоян ные, определяемые номером участка аппрокси-
мации i.

При наличии на контактной поверхности очага де-
формации  зоны  торможения,  показатель  трения  на 
границе зон застоя и торможения μ  =  1. В этом случае 
ширина  зоны  застоя Lз  =  0,72h  [15].  Запишем условие 
существования зоны торможения a  >  a1 ,  где a – поло-
вина ширины полосы; a1  =  Lc  +  0,72h. Если a  <  a1 , то на 
контактной поверхности при Lc >  0 остаются две зоны: 
скольжения и застоя. На границе этих зон касательное 
контактное напряжение достигает максимального зна-
чения  τm  <  τs ,  которому  соответствует  показатель  тре-
ния μ  =  τm / τs . Как показано в работе [15], уменьшение 
показателя  трения  приводит  к  увеличению  ширины 
зоны застоя. С погрешностью не более 5 % зависимость 
Lз от μ аппроксимируем функциями:

Lз / h = 5,5(0,86 – μ + 0,27μ2) при 0,5 ≤ μ< 1;

  Lз / h = 1,32/μ при μ < 0,5.  (10)

Рассмотрим  порядок  определения  ширины  зон 
скольжения и застоя для двухзонных эпюр при a  <  a1 . 
На  границе  зон  скольжения  и  застоя  контактные  ка-
сательные напряжения τm пропорциональны нормаль-
ным напряжениям p1 : 

       μ = f p1 .  (11)

Зависимость  между  напряжением  p1  и  шириной 
зоны скольжения Lс1 = a – Lз получили из формулы (4) 
после подстановки p = p1 и x = Lс1 с учетом (10):

            (12)

Исключая Lз и p1 из выражений (10) – (12), числен-
ными  методами  нашли  μ  по  заданным  значениям  f  и 
a / h. Далее  с  использованием  (10)  вычислили ширину 
зоны  застоя Lз .  Для  определения ширины  полосы  a2 , 
при  которой  двухзонная  эпюра  контактных  напряже-
ний  переходит  в  однозонную,  определили  показатель 
трения на торце полосы μ0 = fp0 и подставили μ  =  μ0 в 
выражения (10).

Результаты  расчета  граничных  значений  относи-
тельной ширины полосы a1 /h  (кривая 1) и a2 /h  (кри-
вая  2) представлены на рис.  1. Точки, расположенные 
выше  кривой  1,  соответствуют  трехзонным,  между 
кривыми  1  и  2  –  двухзонным  и  ниже  кривой  2  –  од-
нозонным эпюрам контактных напряжений. На рис.  2 
показаны  двухзонные  (а)  и  трехзонные  (б)  эпюры 
нормальных  (кривые  1)  и  касательных  (кривые  2) 
контактных  напряжений,  построенные  при  f   =  0,3 
по  предложенной  методике.  Здесь  же  для  сравнения 
приведены  эпюры нормальных  контактных напряже-
ний,  полученные  инженерным  методом  (кривые  3). 
Из  анализа полученных результатов  следует,  что для 
холодной  осадки  с  изменением  коэффициента  тре-
ния в пределах 0,15  –  0,25  [3] зона торможения может 
появиться  лишь  при  a0  =  a / h  >  6  –  8.  Здесь  большее 
значение  относится  к  осадке  со  смазкой,  меньшее  – 
без  смазки.  Следовательно,  экспериментально  полу-
ченные  в  работе  [3]  эпюры  контактных  напряжений, 
с  точки  зрения  приведенного  выше  математического 
описания, являются двухзонными. Это позволяет объ-
яснить  экспериментально  установленное  различие 
углов  наклона  участков  эпюр,  относящихся,  по  мне-
нию автора работы  [3], к зоне торможения, для осадки 
со смазкой и без смазки. 

Усилие осадки определим по формуле

P = 2aBpср ,

Рис. 1. Влияние коэффициента трения на граничные значения ши-
рины полосы для двухзонных эпюр контактных напряжений:

1 – a1 /h; 2 – a2 /h

Fig. 1. Influence of friction coefficient on the boundary values of strip 
width for bizonal curves of contact stresses: 

1 – a1 /h; 2 – a2 /h
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где B  – длина полосы; pср  –  среднее давление на кон-
тактной поверхности.

В общем случае имеем:

          (13)

где Sc , Sт , Sз – площади эпюры нормальных напряжений 
в зонах скольжения, торможения и застоя. 

Как следует из формулы (4), в зоне скольжения дав-
ление  p  является  монотонно  возрастающей функцией 
от координаты x:

Используя обратную функцию, исходный интеграл 
для определения Sc представили в следующем виде:

где  p1=  μ / f  –  нормальное  контактное  напряжение  на 
границе зоны застоя.

Подставив сюда x, получили после преобразований:

    .  (14)

В случае трехзонной эпюры в этом выражении сле-
дует  принять  μ  =  1.  На  основании  решения  Прандтля 
для зоны торможения площадь Sт определим по форму-
ле
      Sт = 0,5 (p1 + p2 )Lт ,  (15)

где  Lт  –  ширина  зоны  торможения,  Lт  =  a  –  Lс  –  Lз ; 
p2  –  нормальное напряжение на  границе  зон  торможе-
ния и застоя, p2 = p1 + Lт / h.

Для зоны застоя

                  (16)

Подставив сюда p из (9), выполнили численное ин-
тегрирование,  используя  методику  работы  [15].  В  ре-
зультате получили для трехзонной эпюры

      Sз = (1,52 + p2 ) Lз .  (17)

После  подстановки  полученных  площадей  эпюр  в 
(13)  и  преобразований,  зависимость  удельного  давле-
ния q от a0 для трехзонной эпюры представили в виде 
трехчлена:

                 (18)

где K0 = 0,25;   

С увеличением коэффициента трения f значения K1 
увеличиваются, K2 – уменьшаются (рис.  3). При дейст-
вии  на  контактной  поверхности  максимальной  силы 
трения f   =  fmax , участок скольжения отсутствует и на ос-
новании (18) K1  =  0,25π, K2  =  0,415. Пренебрегая участ-
ком  падения  касательных  напряжений  в  зоне  застоя, 
на основании решения Прандтля в работе  [9] получи-
ли  при  τк  =  τs  следующие  значения  коэффициентов: 
K1  =  0,25π, K2  =  0. При использовании инженерного ме-
тода в этом случае для a0  ≥  2 имеем K1  =  1, K2  =  –0,33. 
Коэффициент  K2  учитывает  влияние  зоны  застоя  на 
расчетное  усилие  осадки.  Из  приведенного  сопостав-
ления  значений K2  следует,  что  учет  зоны  застоя  сов-
местно с точным условием пластичности (2) приводит 

Рис. 2. Двухзонные (а) и трехзонные (б) эпюры нормальных (1) и касательных (2) контактных напряжений, полученные предложенным 
методом, и эпюры нормальных контактных напряжений (3), построенные инженерным методом при f = 0,3

Fig. 2. Bizonal (a) and three-zone (б) curves of the normal (1) and tangential (2) contact stresses, calculated by the proposed method, and curves of 
normal contact stress, calculated by the engineering method (3), when f = 0.3
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к увеличению расчетного усилия осадки по сравнению 
со случаем, когда на всей контактной поверхности оча-
га деформации действуют максимальные по величине 
касательные  напряжения  τк  =  τs .  Этот  вывод  хорошо 
согласуется с данными работ [13,  14,  17]. Зависимости, 
аналогичные  формуле  (18),  при  различных  значени-
ях коэффициентов Ki находят широкое применение не 
только для осадки, но и для определения усилия горя-
чей прокатки полосы [18 – 20].

Анализ  результатов  расчета  удельного  давления  по 
фор муле (18), представленных на рис.  4,  a, позволил уста-
новить, что для трехзонных эпюр при a  >  (1  +  2,5f  2 )a1  
удельное давление практически линейно зависит от a0 
и последним членом в формуле (18) можно пренебречь. 
В  случае  небольших  коэффициентов  трения  f   ≤  0,25, 
характерных  для  холодной  осадки,  зона  торможения 
может появиться лишь при a0  >  6. Сравнение удельных 

давлений,  полученных  при  максимальной  силе  кон-
тактного  трения  предложенным  (кривая  fmax )  и  инже-
нерным (кривая W) методами, показало, что при a0  =  3 
они практически совпадают, при a0  <  3 инженерный ме-
тод дает заниженные значения q. Указанное различие в 
результатах расчета растет с уменьшением a0 , достигая 
26  % при a0 = 2.

Рассмотрим  порядок  определения  удельного  дав-
ления  для  двухзонных  эпюр.  Используя  выражения 
(10)  –  (12),  находим параметры μ и Lз ,  определяющие 
положение границы зон скольжения и застоя. Среднее 
контактное давление рассчитаем по формуле (13), в ко-
торой Sт  =  0. Значение Sс найдем по формуле (14). Пло-
щадь эпюры в зоне застоя равна Sз = pз Lз , где pз  –  сред-
нее  давление  в  этой  зоне.  Величину  pз  определили, 
вычисляя численными методами интеграл  (16) по ме-
тодике работы [15]. Результаты расчета аппроксимиро-
вали выражением

pз = p1 + 3,07(1 – 2,44μ + 1,93μ2 ).

Анализ зависимости удельного давления от a0 , вы-
полненный для двухзонных эпюр по изложенной мето-
дике, показал (рис.  4,  б), что q с увеличением a возра-
стает  при  f   <  0,35,  остается  практически  неизменным 
при  f   ≈  0,4  и  уменьшается  при  f   >  0,45.  Установлено, 
что при f   ≤  0,3 для расчета q с незначительной погреш-
ностью можно использовать формулу (18), принимая в 
ней K0  =  0,124 f  0,33, K1 = 0,77 / f 0,33 и K2 = 0.

Выводы.  Для  процесса  осадки  прямоугольной  по-
лосы проведен анализ новых решений по определению 
контактных  напряжений  в  зонах  очага  деформации  с 
переменными силами трения. Установлено, что исполь-
зование точного условия пластичности вместо прибли-
женного, записанного в главных напряжениях, меняет 
характер эпюр контактных напряжений в зонах сколь-
жения и застоя, а также существенно влияет на размеры 
этих зон. Определены условия существования зон тор-

Рис. 3. Влияние коэффициента трения на коэффициенты Ki 
формулы (18)

Fig. 3. Influence of friction coefficient on Ki coefficients from 
formula  (18)

Рис. 4. Зависимость удельного давления от a0 и коэффициента трения для трехзонных (а) и двухзонных (б) эпюр контактных напряжений 
(цифры у кривых означают коэффициент трения)

Fig. 4. Dependence of the specific pressure on a0 and on friction coefficient for the three-zone (a) and bizonal (b) curves of contact stresses (numbers 
on the curves indicate the friction coefficient)
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INFLUENCE OF VARIABLE FRICTION FORCES ON SIZES OF SLIP, 
RETARDATION AND DEAD ZONES IN UPSETTING PROCESS
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можения и скольжения в зависимости от коэффициен-
та трения и относительной ширины полосы. С  учетом 
полученных  распределений  контактных  напряжений 
уточнены  выражения  для  определения  усилия  осадки 
полосы.  Выполнено  сопоставление  полученных  ре-
зультатов с известными экспериментальными и теоре-
тическими данными. Дана оценка погрешности расчета 
усилия осадки инженерным методом. 
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Abstract. The analyses of new solutions to determine the contact stress 
in zones with variable frictional forces for upsetting the rectangu-
lar strip were executed. It  is shown that replacement of the Mises 
precise plasticity condition by an approximate condition in terms of 
primary  stress  changes  the character of  curves contact  stresses  in 
the slip and dead zones, and significantly influences on the dimen-
sions of these zones. It was established that with the decrease of the 
friction force at the boundary of the dead zone its width increases. 
As a result of numerical analysis of the stress state at the dead zone 
dependence of its width from the value of contact shear stresses on 
the boundary of dead zone was proposed. Conditions of existence 
and sizes of the slip, retardation and dead zones on the contact sur-
face of the deformation region were installed in dependence on fric-
tion coefficient and relative width of the strip. Considering distri-
butions of the contact stresses, expressions to determine the efforts 
of  the  upsetting  process  were  found.  The  results  were  compared 
with  known  experimental  and  theoretical  data. The  estimation  of 
error calculation effort of upsetting was obtained by the engineer-
ing methods.

Keywords: upsetting process, friction conditions, contact stress, slip, retar-
dation and dead zones, upsetting force.
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