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Аннотация. Математическое моделирование течения жидкого расплава в кристаллизаторе установки непрерывной разливки стали до сих пор яв-
ляется малоизученным. Аналитические решения течения расплава в общем случае являются сложной математической задачей. Тем не менее 
для некоторых случаев точные решения найдены. Такие аналитические решения служат средством проверки результатов чис ленных методов 
решения. Цель настоящей работы – использование численного метода, предложенного профессором В.И. Одиноковым, основанным на конеч-
но-разностном представлении исходной системы уравнений. Метод успешно использован в механике сплошных сред, в литейном производ-
стве при математическом моделировании напряженного деформированного состояния оболочковых форм по выплавляемым моделям, а также 
и в других технологических работах, что говорит о его универсальности. В настоящей работе объектами исследований стали гидродинами-
ческие и тепловые потоки жидкого металла при разливке стали в кристаллизатор прямоугольного сечения установки непрерывной разливной 
стали, а результатом – пространственная математическая модель, описывающая потоки жидкого металла в кристаллизаторе. Для моделирова-
ния процессов, протекающих при заполнении, использован программный комплекс «Одиссей». В основу теоретических расчетов положены 
основополагающие уравнения гидродинамики, уравнения математической физики (уравнение теплопроводности с учетом массопереноса) и 
апробированный численный метод. Решение сформулированной в работе системы дифференциальных уравнений осуществляли численным 
способом. Исследуемую область разбивали на элементы конечных размеров, для каждого элемента записывали в разностном виде получен-
ную система уравнений. Результат решения – поля скоростей потока металла и температурные поля в объеме кристаллизатора. Для решения 
полученной системы алгебраических уравнений разработаны численные схемы и алгоритмы расчета. По разработанным численным схемам 
и алгоритмам составлена программа расчета на языке Fortran-4. Математическая модель позволяет варьировать  геометрические размеры 
кристаллизатора и сечения отверстий выхода металла из погружного стакана, а также может помочь понять схему движения разливаемого 
металла, влияющую на теплоотвод стенками кристаллизатора, и найти оптимальные параметры выхода жидкого металла из погружного ста-
кана при различных режимах разливки. Приведен пример расчета разливки стали в кристаллизатор прямоугольного сечения высотой 100  см. 
Разливку осуществляли из погружного стакана симметрично в обе стороны в горизонтальной плоскости. Результат решения представлен в 
графической форме. Показано движение потоков жидкого металла в разных сечениях кристаллизатора. Выявлены области кругового течения 
металла, а также области в объеме кристаллизатора, где наблюдается вихревое движение жидкого металла, определены их величины и интен-
сивность. Представленное поле температур указывает на наличие локальной области с высокой температурой на стенке кристаллизатора, что 
объясняется направленным потоком горячего металла, выходящего из отверстия погружного стакана. 

Ключевые слова: численное моделирование, гидродинамика, тепломассоперенос, жидкий металл, разливка, кристаллизатор, установка непре-
рывной разливки стали.
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Процесс разливки металла в установке непрерывной 
разливки  стали  (УНРС)  осуществляется  следующим 
образом (рис.  1): из промежуточного ковша жидкий ме-
талл (ЖМ) через погружной керамический стакан и от-
верстия поступает в водоохлаждаемый кристаллизатор 
прямоугольного  сечения.  На  стенках  кристаллизатора 
вследствие  отвода  тепла  образуется  корочка,  которая 
специальными вытяжными устройствами вытягивается 
из кристаллизатора со скоростью vu .

С  целью  упрощения  решения  задачи  принимаем, 
что  погружной  стакан  квадратного  поперечного  сече-

ния, и пренебрегаем нарастающей корочкой. Толщина 
корочки  в  нижней  части  кристаллизатора  составля-
ет  10  –  20  мм,  поперечное  сечение  кристаллизатора 
2000×250  мм.  Тогда  с  учетом  двухплоскостной  сим-
метрии формализованная расчетная схема может быть 
представлена в виде, показанном на рис.  2: будем рас-
сматривать  четвертую часть  области  течения жидкого 
металла (S6 , S9 – поверхности симметрии; на виде «С» 
показаны окна, через которые жидкий металл поступа-
ет в крис таллизатор).

Изменяя геометрические параметры окон, можно ме-
нять объем металла, вытекающего через каждое окно, а, 
следовательно, и кинематику истечения металла.
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Процесс стационарный. Среду (жидкий металл) бу-
дем считать несжимаемой. Исходя из сформулирован-
ных допущений, запишем систему дифференциальных 
уравнений в декартовой системе координат.

Для  несжимаемой  жидкости  (ρ  =  const)  и  стацио-
нарного течения ∂vi  / ∂τ  =  0 имеем следующую систему 
уравнений гидродинамики:

– закон количества движения:

         (1)

– уравнение несжимаемости:

       vi, i = 0,  i = 1, 2, 3;  (2)

– уравнение теплопроводности (с учетом массопере-
носа и стационарности)

          (3)

где p – давление в данной точке (p  =  –σ); σ  – гидростати-
ческое напряжение; μ  – коэффициент вязкости, г·с/см2);  
vi  –  проекции  скоростей  перемещений  по  координат-
ным осям xi (i = 1, 2, 3); ρ – плотность жидкого метал-
ла;    –  проекции  удельной  объемной  силы  на  коор-
динатные оси xi  (i = 1, 2, 3); τ – время;   – оператор 
Лапласа;  θ  –  температура;  a  =  λ / (cγ)  –  коэффициент 
температуропроводности; λ, c и γ – коэффициент теп-
лопроводности,  удельная  теплоемкость  и  плотность 
металла  (коэффициенты  принимаются  постоянными; 
в  формулах (1) – (3) используется суммирование по по-
вторяющимся индексам).

Уравнения (1) и (2) описывают течение ньютоновс-
кой вязкой несжимаемой жидкости, для которой спра-
ведливы уравнения

          (4)

          (5)

     vi, i = 0,  i, i = 1, 2, 3;  (6)

здесь σij  –  компоненты тензора напряжений;  ξij  –  ком-
поненты  тензора  скоростей  деформаций;  δij  –  символ 
Кронекера. 

Для стационарного процесса

Покажем,  что  система  уравнений  (4)  –  (6)  эквива-
лентна системе (1), (2). Выразим из уравнений (5) зна-
чения σij  =  σδij  +  2μξij и подставим их в уравнение дви-
жения (4) 
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Рис. 1. Процесс разливки металла в установке непрерывной разлив-
ки стали:

1 – промежуточный ковш; 2 – погружной стакан; 
3 – выходные отверстия погружного стакана; 4 – кристаллизатор; 

5 – закристаллизовавшийся металл

Fig.1. Process of metal casting in the continuous casting plant:
1 – tundish; 2 – submerged nozzle; 3 – outlets of the submerged nozzle; 

4 – mold; 5 – crystallized metal

Рис. 2. Формализованная расчетная схема задачи

Fig. 2. Formalized design scheme of the task
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Для  того,  чтобы  полученные  зависимости  соот-
ветствовали уравнению (1), достаточно показать, что

Продифференцируем левую часть тождества с уче-
том того, что ξij  =  0,5(vi, j + vj, i ):

       (7)

Далее получим

      (8)

но    и,  дифференцируя  уравнение  не- 
 
сжимаемости по координате xi , получим

Следовательно,  при  условии  несжимаемости  жид-
кос ти (6) выражение (8) примет вид

                 (9)

Учитывая равенства (7) и (9), а также условие, что 
p  =  –σ, получаем уравнение (1), что и требовалось до-
казать.

Переход от системы (1),  (2) к системе (4) – (6) вы-
полнен,  чтобы  воспользоваться  апробированным  чис-
ленным методом  [1],  разработанным для решения по-
добных систем уравнений.

Граничные условия задачи

       (10)

      (11)

где vu  – скорость вытягивания слитка (рис.  2);  (i  =  1,  2)  –  
скорость  выхода жидкого  металла  из  окон  S4 ,  S5  пог-
ружного  стакана;  (i  =  1,  2)  –  заданная  по  экспери-
ментальным данным функция распределения темпера-
туры металла на поверхнос тях Si , i  =  1,  2;    =   (x2 ,  x3 );  
(i  =  1,  2)  –  заданные по  экспериментальным данным 

тепловые потоки через поверхности S10 , S7 .
Решение  этой  задачи  состоит  из  двух  этапов:  1  – 

решение  системы  уравнений  (4)  –  (6)  при  наличии 
граничных условий (10); 2 – решение уравнения (3) 
при наличии граничных условий  (11) и значений vi , 
i  =  1,  2,  3, полученных из решений уравнений перво-
го этапа.

Численная схема решения уравнений течения 
металла. Для решения системы дифференциальных 
уравнений  (4)  –  (6)  использовали  численный  метод 
[1],  который  применяли  в  работах  [2  –  4]  и  др.,  со-
гласно  которому  расчетная  область  разбивается  на 
орто гональные  элементы  конечных  размеров.  Для 
каждого  элемента  записывается  в  разностном  виде 
система  (4)  –  (6),  которая  решается  по  разработан-
ному  алгоритму  с  учетом  граничных  условий  (10). 
В результате решения получаем поля напряжений σij 
и скоростей перемещений vi по граням каждого эле-
мента.

Численная схема решения уравнения тепло-
проводности.  Для  решения  уравнения  (3)  с  учетом 
граничных  условий  (11)  использовали  численный 
метод  [1].  Исследуемая  область  разбивается  на  эле-
менты  ортогональной  формы,  для  каждого  элемен-
та  записывается  тепловой  баланс  через  входящие  и 
выходящие  из  элемента  потоки  тепла.  В  результате 
получается система уравнений по каждому элементу.

В работе [1] доказывается, что полученные урав-
нения справедливы для любой ортогональной систе-
мы  координат,  рассматривается  процесс  численной 
реализации решения при заданных граничных усло-
виях, строится итерационная процедура (прогонка), 
доказывается ее сходимость. Следуя методике рабо-
ты  [1],  уравнение  теплопроводности  (3)  по  элемен-
ту  (рис.  3) для стационарного случая с учетом мас-
сопереноса без  внутренних источников  тепла будет 
иметь вид 

            (12)
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          (13)

здесь λ, с и γ  – коэффициент теплопроводности, тепло-
емкость и плотность металла; θк  – средняя температура 
в k-ом элементе;   – средняя температура в элемен-
те, следующим за элементом k соответственно в отри-
цательную и положительную сторону по координате xi ; 

  –  значения дуг Sij по эле-
ментам, граничащим с элементом k с соответствующей 
стороны;   – средние по элементу проекции скорости 
перемещений по координатным осям xi (i  =  1,  2,  3).

Уравнения  (12)  записаны  только  для  внутренних 
элементов, не принадлежащих к границе области. Для 
граничных  элементов  температура  определяется  гра-
ничными  условиями  (11).  На  плоскостях  симметрии 
(поверхности S6 , S9 (рис. 2)) имеем:

– поверхность 

– поверхность 

Из уравнения (12) следует уравнение для элементов, 
примыкающих к поверхности S6 :

            (14)

Для  элементов,  примыкающих  к  поверхности  S9 , 
справедливо уравнение:

            (15)

Уравнения  (12),  (14)  и  (15)  линейные,  решая  их  с 
учетом условий (11), получим значения θk , k  =  1,  …,  m, 
где m – количество элементов.

Алгоритм решения

– исследуемая область течения разбивается на эле-
менты ортогональной формы; рассчитывается матрица 
длин дуг элементов;

–  по  разработанной программе численно  решается 
система (4) – (6) с учетом граничных условий (10);

– численно решается система уравнений теплопро-
водности (12), (14) и (15) с учетом граничных условий 
(11)  и  найденных  по  предыдущему  пункту  значений  
 , i  =  1,  2,  3.

Результаты решения задачи

Задавали существующие геометрические размеры крис-
таллизатора:  Н  =  100  см,  В  =  12,5  см,  l  =  100  см,  h  =  20  см, 
b  =  7,5  см, δh  =  8,5  см, δB  =  1,5  см, δl  =  1,5  см. В  уравне-
нии  (12) принимали     =  0, vu =  1  м/мин  =  1,66  см/с; тогда  
для стационарного процесса   определяется из равен-
ства секундных объемов:

Тепловые потоки   (11) по стенкам кристалли-
затора определяются аппроксимацией эксперименталь-
ных данных, приведенных в работе [5]:

где v  – скорость омывания стенки кристаллизатора,  м/с. 

Рис. 3. Вид элемента области разбиения

Fig. 3. View of the subdivision area element
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При условии, что   получаем 

 
где    –  температура  элемента,  примыкающего  к  по-
верхности  n;    –  температура  внутреннего  элемента, 
находящегося по нормали сразу же за поверхностным 
элементом β; δ  – расстояние от центра тяжес ти элемен-
та β до центра тяжести элемента k.

Температуру истечения жидкой стали из окна S5 при-  

нимали    =  1600  °С.  Температуры  на  поверхностях  
 

стакана (рис.  2) Si , i  =  3,  8,  11 принимали по эксперимен-  

тальным  данным    =  1550  °С,  i  =  3,  8,  1.  На  поверх-  
 

ности S2  (рис.  2) находится жидкая шлаковая «рубаш-
ка», температура которой составляет    =  1550  °С.

Температуру в элементах, примыкающих к поверх-
ности S1 и не граничащих с поверхностями Si  =  6,  7,  9, 
10, вычисляли по линейному закону в зависимости от 
значений температур на поверхностях S10 и S9 .

В формулах (13): λ = 29 Вт/(м·К), с  =  444,47  Дж/(кг·К), 
γ  = 7,8 г/см3. Коэффициент вязкости μ  =  2,1·10–4  кг·с/м2 
в уравнениях (15) принимали по работе [6]. 

На  рис.  4,  5  представлены  некоторые  результаты 
расчета течения потока металла на границе S9 и движе-
ния потока на границе S10 .

Вектор скорости потока в плоскости x3  =  const опре-
деляется по значениям v1 ,  v2 в элементе. Величина век-
тора | v |  =   . Ниже кристаллизатора наблюдается 
круговое течение металла, оно просмат ривается во всех 
сечениях  S9 ,  S10  (рис.  4,  5).  На  рис.  6  приведено  поле 
температур в  сечении S9 . Наличие на  стенке кристал-
лизатора  локальной  области  с  высокой  температурой 
объясняется направленным потоком горячего металла, 
выходящего из отверстия погружного стакана (рис.  4).

Температура  металла  в  кристаллизаторе  близка  к 
1600  °С  (рис.  6). Коэффициент  вязкости  μ  по  данным 
работы [6] изменяется на 25  %. Результаты расчетов по-
казывают, что даже при изменении μ в два раза, кинема-
тика течения металла практически не меняется. 

Ввиду малости значения μ по каждому элементу по-
лучили σ11  =  σ22  =  σ33  =  σ, которые распределены по об-
ласти в соответствии с глубиной нахождения элемента. 
Только в области выхода струи из погружного стакана 
наблюдается небольшой всплеск давления, превышаю-
щий на 4·103  Па давление на этом уровне. Этот всплеск 
быстро уменьшается вдоль координаты x2 .

Рис. 4. Схема движения потоков металла на границе S9 (а) и зависи-
мость длины вектора от скорости потока (б):

1 – погружной стакан; 2 – кристаллизатор машины непрерывной 
разливки стали (МНЛЗ)

Fig. 4. Flow pattern of metal flows at the boundary S9 (а) and the 
dependence of vector length on the flow velocity (б):

1 – submerged nozzle; 2 – mold of the continuous-casting machine

Рис. 5. Схема движения потоков металла на границе S10 (а) 
и зависимость длины вектора от скорости потока (б):

1 – погружной стакан (обозначен пунктиром); 2 – кристаллизатор МНЛЗ

Fig. 5. Flow pattern of metal flows at the boundary S10 (а) and the 
dependence of vector length on the flow velocity (б):

1 – submerged nozzle (dotted); 2 – mold of the continuous-casting 
machine

L

а

0,20 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 v , /м с

1 2

б

L

а

0,050 0,10 0,15 0,20 0,25 v , /м с

1 2

б



498

Известия высших учебных заведений.  Черная металлургия.  2017. Том 60.  № 6

Выводы.  Построена  математическая  модель  про-
цесса  разливки  металла  в  кристаллизатор  установки 
непрерывной разливки стали прямоугольного сечения, 
позволяющая определять поля скоростей и температур 
металла в зоне кристаллизатора в зависимости от объе-
ма металла, вытекающего из окон погружного стакана.
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Рис. 6. Поле температур на границе S9

Fig. 6. Temperature field at the boundary S9

NUMERICAL MODELING OF THE PROCESS OF FILLING THE CCM MOLD WITH METAL
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1 Komsomolsk-on-Amur State Technical University, Komsomolsk-on-
Amur, Russia
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Abstract. Mathematical modeling of the liquid melt flow in the mold of the 
continuous casting plant is still poorly investigated. Analytic solutions 
of melt flow in the general case are a complex mathematical problem. 
Nevertheless, for some cases, exact solutions have been found. Such 
analytical  solutions  serve  as  a means of  verifying  the  results  of  nu-
merical methods of  solution. The purpose of  this work  is  the use of 
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the numerical method proposed by Professor V.I. Odinokov, based on 
the finite-difference representation of the original system of equations. 
The method has been successfully used in the mechanics of continuous 
media, in the lithium manufacturing for the mathematical modeling of 
the strained deformed state of shell molds of cast models, as well as 
in other  technological works, which  indicates  its universality.  In  the 
present work,  hydrodynamic  and  thermal flows of  liquid metal  dur-
ing the steel casting into the rectangular section mold of a continuous 
cast steel have become objects of research, and the result is a spatial 
mathematical model describing the flows of liquid metal in the mold. 
To simulate the processes that  take place during filling,  the software 
complex “Odyssey” is used. The basis of  theoretical calculations in-
cludes the fundamental equations of hydrodynamics, the equations of 
mathematical physics  (the equation of heat conductivity with  regard 
to mass-transfer)  and  the  approved  numerical method. The  solution 
of  the  system  of  differential  equations  formulated  in  this work was 
carried  out  numerically. The  investigated  area was  divided  into  ele-
ments of finite dimensions,  for each element  the resulting system of 
equations was recorded in the difference form. The solution result  is 
the metal flow velocity fields and  the  temperature fields  in  the mold 
volume. To solve the obtained system of algebraic equations, the nu-
merical schemes and calculation algorithms were developed. Based on 
the developed numerical schemes and algorithms a computational pro-
gram was compiled  in Fortran-4. The mathematical model allows  to 
vary the geometric dimensions of the crystal-mash and sectional metal 
exit holes from the submerged nozzle, and may also help to understand 
the scheme of the cast metal movement that affects the heat sink walls 
of the mold, and to find the optimal parameters of the output of liquid 
metal  from  the  submerged  nozzle  at  different modes  of  casting. An 
example of calculating the casting of steel into a rectangular mold with 
a height of 100 cm and cross-sectional dimensions of 2000×40  cm is 
given. The casting was carried out from a submerged nozzle symmetri-
cally on both sides in a horizontal plane. The result of the solution is 
presented in the graphical form. The motion of liquid metal flows in 
different sections of the mold is shown. The areas of the circular flow 
of metal are revealed, as well as the areas in the mold volume, where 
the vortex motion of the liquid metal is observed, their magnitudes and 
intensity are determined. The presented temperature field indicates the 
presence of a local area with a high temperature at the wall of the mold, 
which is explained by the directed flow of hot metal emerging from the 
hole in the submerged nozzle.

Keywords: numerical simulation, hydrodynamics, heat and mass transfer, 
liquid metal, casting, mold, CCP.
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