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Аннотация. Для идентификации ассоциатов в бинарном металлическом растворе с положительными отклонениями от закона Рауля использо-
вался вариант модели идеальных ассоциированных растворов, учитывающий самоассоциацию только одного компонента раствора. Кроме 
того, при определении химического равновесия компонентов по закону действующих масс использовались не относительные, а абсолют-
ные характеристики масс. Это позволило в конечном итоге определять не эмпирические константы комплексообразования ассоциатов, а 
имеющие ясный физический смысл константы химического равновесия между ассоциатами и мономерами раствора. Однако такой прием 
потребовал введения в расчет дополнительной расчетной характеристики – суммы молей всех химических соединений в растворе. Было 
установлено, что эта величина численно равна обратной величине коэффициента активности неассоциированного компонента раствора. 
Возможность независимого определения подобной характеристики позволила заметно упростить исходную систему расчетных уравне-
ний, т. е. исключить уравнение нормировки мольного состава раствора, сохранив лишь два уравнения материального баланса компонентов 
раствора. Полученный расчетный алгоритм позволил решать численным методом как «обратную» задачу (определение порядка и термо-
динамических свойств самоассоциата по опытным данным), так и «прямую» задачу (определение активностей компонентов раствора в 
соответствие с их термодинамическими свойствами). Справочная информация о термодинамических свойствах самоассоциатов в нас
тоящее время практически отсутствует, поэтому решение прямой задачи пока будет полезным лишь для проверки результатов решения 
обратной задачи. Выполнена идентификация ассоциатов для одиннадцати бинарных сплавов, содержащих хром или медь, т. е. химических 
элементов, наиболее склонных к самоассоциации. Установлено, что каждый из упомянутых элементов может образовывать ассоциаты 
различных порядков величиной от трех до шестнадцати. Для сплавов, образующих ассоциаты с невысоким порядком (менее десяти), рас-
четная энергия образования ассоциата, приходящаяся на одну химическую связь, составила около 15 кДж/моль. Полная расчетная энергия 
образования ассоциатов для сплавов с высоким порядком ассоциатов (более десяти) составила около 360 кДж/моль. Отмечается, что кон-
центрационная зависимость порядка ассоциации была не совсем стабильной и имела тенденцию к возрастанию при малых концентрациях 
ассоциируемого компонента. Тем не менее, абсолютная погрешность аппроксимации изотерм активностей анализируемых сплавов по 
принятой расчетной модели оставалась малой и находилась в пределах 0,004 – 0,025. 
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В многочисленных исследованиях, например в 
работах [1  –  6], было показано, что термодинамичес
кая модель идеальных ассоциированных растворов 
(ИАР)  [1] может использоваться для моделирования 
жидких бинарных систем с положительными отклоне-
ниями от закона Рауля при условии наличия в раст
воре А – В самоассоциатов (кластеров) типа Aq или Bq , 
где q  – число атомов в ассоциате (порядок ассоциата). 
Однако применение этой модели на практике ослож-
нялось тем, что в существующих базах данных, таких 
как  [7  –  9], полностью отсутствовала информация о 
термодинамических свойствах подобных химических 
соединений. Предпринималась попытка рассчитать 
термодинамические характеристики самоассоциатов 
нескольких щелочных металлов  [10,  11], однако их 
использование в последующем компьютерном моде-
лировании  [12] не позволило сделать определенные 

выводы. Поэтому представляется более перспектив-
ным другой подход к решению возникшей проблемы  – 
определять числа и типы самоассоциатов, а также их 
термодинамические свойства, исходя непосредствен-
но из результатов экспериментальных определений 
активностей компонентов в бинарных металлургичес
ких сплавах.

Ранее в работах [13,  14] традиционно считалось, что 
химическое равновесие между ассоциатами и мономе-
рами в растворе осуществляется в соответствии с фор-
мулами

		     	 (1)

где ki – эмпирические коэффициенты комплексообра-
зования ассоциатов; xi – мольные доли ассоциатов и 
мономеров в растворе.
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Однако в правых частях уравнений закона действую
щих масс (1) должны указываться не относительные, а 
абсолютные величины масс:

		    	 (2)

где Ki – коэффициенты химического равновесия при 
образовании ассоциатов из мономеров по реакциям 
pA  =  Ap , qB  =  Bq ; νi – количество молей соответствую
щих компонентов. Коэффициенты Ki , в отличие от ко-
эффициентов ki , имеют более ясный физический смысл, 
что позволяет более обоснованно применять нижепри-
веденное уравнение (12).

Работоспособный алгоритм, полностью учитываю-
щий условия (2), получить не удалось. Но вполне удов-
летворительные решения были получены при условии, 
что в исследуемых системах образуется только один 
тип ассоциатов – Bq . Достоверных критериев для оп-
ределения того, какой из двух компонентов раствора 
образует самоассоциаты, нет. Поэтому для первично-
го анализа использовали системы, содержащие хром и 
медь, т.  е. компоненты, наиболее склонные к самоассо-
циации. В  связи с этим возник вопрос – как поступать 
с системами Fe – Cr и Cu – Cr, являющимися по данным 
работы  [15] абсолютно «симметричными» относитель-
но компонентов А и В. Дополнительная проверка этих 
данных по соотношению Гиббса-Дюгема выявила сла-
бую асимметрию систем, что позволило корректно об-
работать справочную информацию.

Таким образом, по аналогии с методикой [14] можно 
сформулировать три расчетных уравнения – уравнение 
нормировки состава системы и два уравнения баланса 
масс компонентов:

		        νA + νB + νBq
 = ν;	 (3.1)

			   νA = XA ;	 (3.2)

		         νB + qνBq
 = XB ,	 (3.3)

где ν – общее число молей в системе; Xi – балансовые 
содержания компонентов в системе (в молях).

Система уравнений (3) с учетом определения конс
танты равновесия KВ по соответствующему уравнению 
(2), а также с учетом определения относительных кон-
центраций xA = νA / ν, xB = νB / ν и дополнительного нор-
мировочного условия XA + XB = 1 получит вид:

		  	 (4.1)

		           хA ν = 1 – XВ ;	 (4.2)

		     	 (4.3)

Образующийся ассоциат Bq имеет максимальную 
концентрацию m при максимальной концентрации ком-

понента В в точке XB  =  1. Следовательно концентрация 
мономера В при XB  =  1 будет равна xВ  =  1  –  m. Но термо-
динамическая активность мономера аВ в этой точке все 
равно принимается равной единице (стандартное со-
стояние). Поэтому переход от относительных концент
раций мономеров к их активностям будет осуществ-
ляться по формулам

		    хА = аА ;  хВ = аВ (1 – m),	 (5)

т. е. не так, как в системах с отрицательными отклоне-
ниями от закона Рауля.

Выражение величины константы химического рав-
новесия в точке XB = 1 будет следующее:

	        	 (6)

Константа равновесия KВ должна сохранять свою 
величину в каждой точке концентрационного интерва-
ла XB  =  0…1. Поэтому число молей ассоциатов при лю-
бых концентрациях XB определится выражением

	   	 (7)

Исходя из этого, расчетная система уравнений преоб
разуется к виду

		  	 (8.1)

		          aA = (1 – XB ) ν–1 ;	 (8.2) 

	             	 (8.3) 

Уравнение (8.2) демонстрирует следующий факт:

			   	 (9)

т. е. характеристика ассоциированного раствора ν ока-
залась величиной, обратной коэффициенту активности 
неассоциированного компонента раствора, что может 
быть объяснено его неявной зависимостью по соотно-
шению Гиббса-Дюгема с ассоциированным компонен-
том раствора.

Поскольку параметр ν может быть определен неза-
висимым методом, то его можно исключить из системы 
уравнений (8), сократив порядок системы до двух:

		  	 (10.1)

	             	 (10.2) 

Система уравнений (10) позволяет численным мето-
дом решать два типа задач:
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– «прямая» задача, определение величин aA и aB по 
заданным значениям ХВ и усредненным значениям па-
раметров  и ;

– «обратная» задача, определение величины пара
метров ,  по опытным данным (aA , aB ) = f (ХВ ).

Справочная информация, необходимая для прог
нозирования термодинамических свойств систем с 
положительными отклонениями от закона Рауля, в 
настоящее время отсутствует. Поэтому прямая задача 
реализуется лишь для проверки результатов вычисле-
ний, выполненных при выполнении обратной задачи. 
Оценку погрешности аппроксимации опытных данных 
по этой модели удобно оценивать величиной средней 
абсолютной погрешности

	              	 (11)

где ae  =  1  –  aA  –  aB – избыточная активность раствора; 
n  –  число измерений.

При удовлетворительных результатах аппроксима-
ции определяется константа равновесия по формуле (6) 
и соответствующая величина энергии Гиббса

		   ΔGB = –2,306 RT lg KB ,	 (12)

где R – универсальная газовая постоянная; T – темпе-
ратура.

В табл.  1 приводятся результаты подобных расчетов 
по одиннадцати системам, содержащим хром или медь. 
Вариация средних величин порядка ассоциатов  была 
большой (от 3 до 17), вариация параметра  – значи-

тельно меньше (от 0,53 до 0,85). Для сплавов с невысо-
кой величиной  вычисленные значения энергии Гибб
са определенно коррелируют со значениями порядка 
ассоциатов (рис.  1). Можно считать, что энергия Гибб- 
 

са, приходящаяся на одну химическую связь   
 
имеет величину порядка –15  кДж/моль. Эта величина 
совпадает со значением энергии образования самооас-
социтов из атомов меди Еасс  =  15,1  кДж/ моль, указан-
ном в работе [19]. Для сплавов с высокой величиной  
полная энергия Гиббса получила постоянное значение 
порядка – 360  кДж/моль.

Представляет интерес рассмотреть также характер 
концентрационных зависимостей (q,  m)  =  f (XB ) в спла-
вах. В табл.  2 и на рис.  2 отображены результаты рас-
чета термодинамических свойств системы Ni – Cu при 
1873  К по данным работы  [16]. Значение параметра ν 
при концентрации ХCu  =  1 определялось, как это следу-
ет из уравнений (8.3) и (9), по формуле

	              	 (12)

Очевидно, что при возрастании концентрации меди 
в растворе параметр m изменяется мало, а параметр q 
имеет тенденцию к возрастанию своей величины. Тем 
не менее, расчет активностей компонентов по усред-
ненным значениям параметров  и  осуществляется с 
приемлемой точностью (δ  =  0,006). Такой же характер 
носят указанные зависимости и для других сплавов.

С целью уточнения характера концентрационных 
зависимостей параметров q и m выполнили усредне-
ние результатов вычислений по всем одиннадцати ис-

Т а б л и ц а  1

Расчетные характеристики ассоциатов в хром- и медьсодержащих системах

Table 1. Calculated characteristics of associates in chrome and copper containing systems

Номер Система T, К Источник Ассоциат
Характеристики ассоциатов

δ lg K
–ΔG,

кДж/моль
1 Fe – Cr 2273 [15] Cr3 0,536 0,798 0,004 0,965 42,0
2 La – Cr 2273 [15] Cr12 0,688 0,674 0,016 7,984 347,4
3 Ce – Cr 2073 [15] Cr14 0,711 0,664 0,020 9,704 385,1
4 Y – Cr 2273 [15] Cr17 0,607 0,704 0,017 9,007 391,9
5 Bi – Cu 1373 [16] Cu3 0,645 0,774 0,013 1,383 36,3
6 Ag – Cu 1400 [16] Cu5 0,585 0,743 0,011 2,096 56,2
7 Ni – Cu 1873 [16] Cu8 0,606 0,709 0,006 3,942 141,4
8 Fe – Cu 1873 [17] Cu10 0,853 0,607 0,025 10,52 377,0
9 Cr – Cu 2273 [15] Cu11 0,727 0,649 0,010 8,260 359,5
10 Co – Cu 1873 [18] Cu12 0,780 0,633 0,018 10,31 369,8
11 Pb – Cu 1473 [16] Cu16 0,733 0,642 0,018 12,03 339,4
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следуемым системам (табл.  3, рис.  3). Выяснилось, что 
порядок ассоциатов действительно возрастает по мере 
увеличения концентрации ассоциируемого компонен-
та, но после достижения середины концентрационного 
интервала его величина стабилизируется. Нестабиль-
ность идентификации порядка ассоциата, оцениваемая 
величиной статистического стандартного отклонения σ, 
проявляется аналогично. На конечном участке концент
рационного интервала она почти в 7  раз больше, чем на 
начальном участке. Поэтому даже малые изменения ак-
тивностей компонентов на конечном участке могут при-

водить к значительным изменениям расчетных значений 
порядка ассоциатов. И наоборот, идентификация пара-
метра m, и, следовательно, определение энергетических 
характеристик модели K и ΔG осуществляется во всем 
диапазоне концентраций относительно стабильно.

В системах с сильными отрицательными откло-
нениями от закона Рауля наблюдалась иная картина  – 
наибольшие погрешности экспериментальных опре-
делений активностей компонентов имели место при 
ХВ  =  0,5  [20], т.  е. в точках с максимальными концентра-
циями гетероассоциатов. Отсюда можно сделать вывод, 

Т а б л и ц а  2

Термодинамические свойства сплава Ni – Cu при 1873 К

Table 2. Thermodynamic properties of the alloy Ni – Cu at 1873 K

Данные работы [16] Расчет
XCu aNi aCu q m ν xCu xCu8 aNi aCu δ

0 1,000 0 – – 1,000 0 0 1,000 0 –
0,1 0,904 0,253 4,5 0,626 0,996 0,100 0 0,900 0,254 0,003
0,2 0,826 0,455 5,7 0,633 0,969 0,189 0,002 0,809 0,479 0,008
0,3 0,758 0,593 7,4 0,614 0,923 0,238 0,010 0,752 0,603 0,004
0,4 0,705 0,682 8,5 0,602 0,851 0,266 0,025 0,709 0,674 0,004
0,5 0,669 0,729 8,1 0,612 0,747 0,287 0,047 0,666 0,727 0,005
0,6 0,626 0,772 7,8 0,624 0,639 0,305 0,077 0,618 0,774 0,006
0,7 0,579 0,806 6,5 0,687 0,518 0,322 0,122 0,556 0,818 0,011
0,8 0,462 0,871 9,1 0,568 0,433 0,341 0,191 0,468 0,866 0,001
0,9 0,326 0,930 12,5 0,487 0,307 0,363 0,316 0,321 0,921 0,014
1,0 0 1,000 – – 0,196 0,394 0,606 0 1,000 –

Среднее 8,0 0,606 0,006

Рис. 1. Зависимости энергии образования ассоциатов от порядка 
ассоциатов:

1 – ΔG = –15(q – 1) кДж/моль; 2 – ΔG = – 360 кДж/моль 

Fig. 1. Dependences of the formation energy of associates from their 
order:

1 – ΔG = –15 (q – 1) kJ/mol; 2 – ΔG = –360 kJ/mol

Рис. 2. Термодинамические свойства сплава Ni – Cu при 1873 К:
 – опытные данные [16];  – расчет по уравнениям (10) 
при  = 8,  = 0,606;  – расчет по уравнению (8.2)

Fig. 2. Thermodynamic properties of the alloy Ni – Cu at 1873 K:
 – experienced data [16];  – calculation on the equations (10) 
at  = 8,  = 0.606;  – calculation on the equation (8.2)
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что значительные колебания результатов определений 
активностей компонентов в растворе любого типа обус
ловлены повышенной ассоциированностью раствора 
в исследуемом концентрационном интервале. Таким 
образом, при исследовании раствора с положительны-
ми отклонениями от закона Рауля можно будет уже на 
стадии эксперимента оценивать уровень воспроизводи-
мости определений активности компонентов на краях 
концентрационного интервала и на основании этого 
устанавливать, какой из компонентов раствора в боль-
шей степени подвержен самоассоциации.
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Т а б л и ц а  3

Концентрационные зависимости параметров q и m

Table 3. Concentration dependences of the parameters q and m

Параметр Показатель
Концентрация компонента В, мольные доли

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
q Среднее 4 7 9 10 11 12 12 12 12

σq 1,2 2,6 3,7 4,6 6,2 7,7 7,8 7,3 7,8

m Среднее 0,725 0,695 0,665 0,653 0,654 0,659 0,680 0,688 0,692
σm 0,11 0,09 0,10 0,11 0,12 0,11 0,08 0,10 0,12

Рис. 3. Зависимость порядка ассоциатов от концентрации сплава:
1 – q; 2 – σq

Fig. 3. Dependence of the order of associates from alloy concentration:
1 – q; 2 – σq
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IDENTIFICATION OF ASSOCIATES IN SOLUTIONS WITH POSITIVE DEVIATIONS 
FROM RAOULT’S LAW
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Abstract. To identify associates in a binary metal solution with positive devia-
tions from Raoult’s law, a version of ideal associated solution model was 
used that only took into account self-association of one solution compo-
nent. Besides, absolute (rather than relative) characteristics of mass were 
used to identify chemical equilibrium of components according to the 
law of mass action. As a result, this allowed finding the chemical equi-
librium constants between solution associates and monomers, which have 
a clear physical meaning, rather than empirical constants of associates’ 
complex formation. This technique, however, required introduction of an 
additional calculated characteristic – the sum of all chemical compounds 
in the solution. It was found that this value was numerically equal to the 
reverse activity coefficient of the solution’s non-associated component. 
The possibility of independent determination of such characteristic al-
lowed notable simplifying the initial system of computational equations, 
i.e. excluding the equation of solution’s molar composition normalization, 
only keeping two equations of material balance of solution components. 
The resulting algorithm allowed using the numerical method to solve both 
the ‘inverse’ problem (finding the degree and thermodynamic proper-
ties of the self-associate based on testing data) and the ‘direct’ problem 
(finding solution component activities according to their thermodynamic 
properties). At the present time, there is almost no reference information 
about thermodynamic properties of self-associates; therefore, the solution 
of the direct problem currently will only be useful for the verification of 
the inverse problem solution results. Associates were identified for 11 bi-
nary alloys containing chromium or copper, i.e. chemical elements mostly 
amenable to self-association. It was found that each of the mentioned ele-
ments could form associates of different degrees, from 3 to 16. For alloys 
that form associates with low degrees (less than 10), the calculated energy 
of associate formation necessary for one chemical bond was found to be 
about 15  kJ/ mole. The full calculated energy of associate formation for 
alloys with high degree of associates (more than 10) was found to be about 
360  kJ/mole. It was noted that concentration dependence of the association 
degree was not quite stable and tended to increase at low concentrations of 
the associated component. Under the employed calculating model, how-
ever, the absolute error of activity isotherm approximation of the analyzed 
alloys remained low and ranged 0.004 – 0.025.

Keywords: binary metal solution, ideal associated solution model, positive 
deviations from Raoult’s law, self-association, degree of associates, 
chromium and copper alloys, associate formation energy.
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