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Аннотация. Впервые записана математическая постановка задачи, учитывающая зависимость коэффициента теплоотдачи от температуры по-
верхности в случае нагрева (охлаждения) тел правильной геометрической формы в виде неограниченной пластины, цилиндра и шара при 
свободной конвекции в неограниченном объеме, тем самым делая задачу теплопроводности нелинейной. Получено решение для модели 
термически тонкого тела. Разработана методика расчета температур поверхности на начальной стадии. На основе интегральных линеари-
зующих преобразований разработана инженерная методика расчета полей температур и осевых термических напряжений в квазистацио-
нарной стадии нагрева (охлаждения) тел правильной геометрической формы при коэффициенте теплообмена, зависящем от температуры 
поверхности по степенному закону в зависимости от режима свободной конвекции: ламинарного, переходного или турбулентного. Провер-
ка решений на модели постоянного коэффициента теплоотдачи показала, что погрешность решений является приемлемой для инженерных 
расчетов, а неучет зависимости коэффициента теплоотдачи от температуры может привести к большим неточностям. Приведены формулы 
для расчета осевых термических напряжений в любой точке тела, на поверхности и в центре. 
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Существует  большое  количество  работ,  напри-
мер  [1  –  17],  посвященных  аналитическому  расчету 
температур при нестационарном коэффициенте тепло-
обмена и температуре внешней среды. При этом не из-
вестны  исследования  при  коэффициенте  теплоотдачи, 
зависящем от  температуры,  за исключением сведений 
из  работы  [3],  в  которых  отмечено,  что  «рекомендуе-
мая методика делает возможным проведение расчетов в 
случае, когда критерий теплообмена зависит от темпе-
ратуры поверхности тела».

В случае нагрева (охлаждения) тел в среде с темпе-
ратурой Tc при свободной конвекции в неограниченном 
объеме коэффициент теплоотдачи α может быть опре-
делен из критериального уравнения М.А. Михеева [18]: 

             Nu = C Ran
 εT ,  (1)

или в размерном виде 

       α = GΔT  n, Вт/(м2·К);  (2)

здесь  Ra  =  Gr Pr  –  критериальное  число  Рэлея;   

 – критериальное число Грасгофа; Pr – кри- 
 

териальное число Прандтля;   поправоч- 

ный коэффициент (для газов εТ  ≈  1); ΔТ  =  |Тс  –  Тп | – тем-
пературный  напор,  °С;  Тп  –  температура  поверхности   

тела;   комплекс величин.

Постоянные С и n уравнения (1) существенно зави-
сят от числа Рэлея [18], т.е. от режима свободной кон-
векции,  что  можно  увидеть  из  представленных  ниже 
данных: 

Значения
 постоянных

Значения числа Рэлея для режимов 
свободной конвекции

ламинарного 
(Ra < 100)

переходного
(102 < Ra <1010)

турбулентного
(Ra > 1010)

C 1,18 0,50 0,15
n  1/8  1/4  1/3

Постановка задачи.  Математическая  постанов-
ка  задачи  симметричного  нагрева  (охлаждения)  тел 
прос той геометрической формы от начальной темпе-
ратуры T0 до температуры среды Tc имеет следующий 
вид:

               (3)

           ϑ (X, 0) = ϑ0 = 1;  (4)
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                (5)

             (6)

где    ΔT0  =  (T0  –  Tc)  –  максимально  воз- 
 

можный  перепад  температур,  °С;  ϑп (Fo)  =  ϑ (1,  Fo)  – 
относительная температура на поверхности; X  =  x / R0 ; 
R0  –  характерный  размер  тела,  м;  Fo  =  aτ /    и 
Bi =  am R0 / λ  –  критериальные  числа  Фурье  и  Био;  k  – 
фактор геометрической формы, равный 1, 2, 3 соответ-
ственно для пластины, цилиндра и шара; m  =  n  +  1.

При  выводе  граничного  условия  (6)  было  учтено, 
что  удельный  тепловой  поток  согласно  закону  Ньюто-
на–Рих мана  запишется  как  q  =  αΔT,  а  с  учетом  урав-
нения  (2)  –  как  q  =  GΔT  m.  Тогда,  формируя  число  Био, 
получим am  =  GΔ   – максимально возможный коэффи-
циент теплоотдачи. Следует отметить, что уравнение (6) 
делает исходную задачу теплопроводности нелинейной.

Решение задачи. Сначала решим задачу на началь-
ной  стадии  нагрева,  когда  Fo  <  0,1.  Следуя  методике, 
разработанной в работе [19], получим уравнение m-ой 
степени для определения относительной  температуры 
на поверхности:
         NZ m + Z – 1 = 0,  (7)

где    N  =  Ну;  y  =  Ti  =  Bi   крите- 
 

риальное число Тихонова (модифицированное время); 
γ  =  am / b;   коэффициент тепловой активнос ти;  
 

  при  малых  временах  процесса  (у  <  1)  и  
 

H =   при у >> 1. 
С  использованием  метода  касательных  Ньютона  в 

работе  [19]  была  получена  следующая  итерационная 
формула для расчета параметра Z по уравнению (7):

         (8)

где k = 0, 1, 2,… – номер итерации.
Число итераций по уравнению (8), необходимое для 

достижения  заданной  точности  ε,  когда   
можно значительно сократить, если правильно выбрать 
первое приближение. Полагая в уравнении  (8) Zk  = 1, 
получим соотношение 

              (9)

справедливое  при  малых N.  Аналогичное  выражение 
можно получить, разлагая функцию (7) в ряд Тейлора:

       (10)

Для случая больших N приближенную асимптотику 
получим, решая уравнение (7) при Z  =  0. Тогда Z  =  N –1/m,  
или более точно, после подстановки в выражение (8):

            (11)

Для проведения экспресс расчетов, не нуждающих-
ся  в  особой  точности,  при  определении  Z(N)  можно 
воспользоваться графиком, который легко строится по 
формуле (7), разрешенной относительно N: 

                 (12)

Окончательно, после определения парамет ра Z, тем-
пература поверхности определится как ϑп (Fo)  =  Zϑ0     Z. 

Здесь и далее проверку на адекватность полученных 
решений  будем  осуществлять  путем  сопоставления  с 
точным решением при постоянном коэффициенте теп-
лообмена,  когда  показатель  степени  n  =  0.  Полагая  в 
уравнении (7) m = 1, получим

              (13)

или после разложения в ряд при малых (у  <  1) ϑп (Fo)  ≈ 
≈  1  –  py  и  больших  (у  >  1)  временах  процесса  имеем  
 

Точное решение [9] при малых числах Фурье имеет 
вид 
               (14)

где   функция ошибок Гаусса;   

Функцию  φ(y)  можно  разложить  в  ряд  при  малых  
 

(у  <  1)   и боль- 
 

ших (у > 1) аргументах: 

Таким  образом,  имеется  полное  асимптотическое 
совпадение точного (14) и приближенного (7) решений.

Далее решим задачу для квазистационарной  (регу-
лярной)  стадии  нагрева,  когда  Fo  >  0,3.  При  реализа-
ции  задачи  с  помощью  подстановки,  линеаризующей 
граничное условие (6), необходимо иметь формулы для 
модели термически тонкого тела (ТТТ).

Решение в модели ТТТ.  При  малых  числах  Био 
(Bi  <  1) температуры на поверхности ϑп , в центре ϑц и 
среднемассовая ϑср почти не различаются друг от друга 
и равны просто ϑ. Теперь вместо уравнения теплопро-
водности  (3)  необходимо  решить  следующее  диффе-
ренциальное уравнение теплового баланса: 

         (15) 
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Разделяя переменные и интегрируя уравнение (15) с 
учетом начального условия (4), получим

                   (16)

где    модифицированное  
 

число Фурье.
Уравнение (16) позволяет выразить искомую темпе-

ратуру в явном виде: 

      (17)

Для того, чтобы найти решение при n  =  0, надо вер-
нуться  к  исходному  уравнению  (15),  положить m  =  1 
и  получить  известное  уравнение  ϑ(Fo)  =  exp (– )  для 
термически тонкого тела при α = const.

Решение через подстановку.  С  целью  линеариза-
ции граничного условия (6) введем новую переменную 
W (X,  Fo), связанную с ϑ(X,  Fo) соотношением 

              (18)

Тогда, исходная система уравнений (3) – (6) преоб-
разуется к виду:

              (19)

                  (20)

               (21)

                   (22) 

здесь i  =  –n;   не- 
 

линейный  комплекс,  может  рассматриваться  как  вну-
тренний источник (сток) тепла, переменный по величи-
не и знаку. 

Далее задачу будем решать методом последовательных 
приближений.  Первое  приближение  получим,  полагая 
в  уравнении  (19) функцию ψ1 (X,  Fo)  =  0.  Тогда  решение 
сис темы уравнений (19)  –  (22) запишется в форме [20]:

            (23)

или в квазистационарной стадии с учетом одного чле-
на ряда (23), после логарифмирования уравнения (18) и 
перехода к исходной температуре: 

поверхности 

           (24)

центра 

            (25)

и среднемассовой 

          (26)

 Aп  =  Pп Uп (0)  – теп- 
 

ловые амплитуды; Р  =  Р1 ; А  =  А1 и т.д.; μn  – корни соот-
ветствующего характеристического уравнения,  напри-
мер, для пластины ctg μп  =  μп / Bi.

В работе [20] предложена общая для всех трех тел 
формула расчета первого корня:

 

        (28) 

где D  =  k Bi /  ;    =  1  +  g Bi  – коэффициент термической   

массивности  тела;     
 

 при малых числах Био γ  ≈  (1  +  ρ).

Полагая в уравнении  (25)  температуру центра рав-
ной заданной ϑц (Fo1 )  =  ϑц.з  =  ϑ0  –  εп  =  0,95, где εп  =  5  % 
можно  условно  считать  степенью  начала  прогрева 
цент ральных точек тела, получим время инерционного 
периода

               (29)

где   
Формула для расчета Fo1 при α = const имеет анало-

гичный вид:

             (30)

Приведем  сравнение  полученных  результатов. 
Предварительно запишем формулы для расчета темпе-
ратуры поверхности и центра тела

      (31)

                   (32)

при постоянном коэффициенте теплоотдачи (n = 0).
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Численный пример. Пусть пластина (k  =  1) охлаж-
дается  от  температуры  ϑ0  =  1  при  турбулентном  ре-
жиме  свободной  конвекции  (n  =  1/3)  с  числом  Bi  =  2. 
Тогда m  =  n  +  1/3  =  4/3;    =  1  +  2/3  =  5/3; D  =  2 / (5/3)  = 
=  6/5  –  1,2;  ρ  =  D 2

 / 45  =  1,22 / 45  =  4/125;  γ  =  (1  +  ρ)  = 
=  1  +  4/125  =  129/125. 

Первый  корень  по  уравнению  (28)  будет  равен  
 

μ  =     =  1,078. Тепловые ампли ту ды соста- 
 

вят     
 

1,178.  Время  инерционного  периода  по  формуле  (29)  
 

составит   Расчет по урав-  
 

нению (30) дает   Резуль- 
 

таты  расчетов  практически  совпали  и  это  позволяет 
сделать вывод о том, что начальная стадия процесса ох-
лаждения происходит, как в случае с α = const.

Температура  в  центре  при  Fo1  =  0,185  по  выра-
жению  (25)  будет  ϑц (0,186)  =  [–(1/3)(–3  +  ln 1,178  – 
–  1,082·0,185)]–3  =0,950.  Полученное  число  подтверж-
дает  правильность  вывода  формулы  (29),  т.е.  что 
тем пература  ϑц (Fo1 )  должна  равняться  ϑц.з .  Темпера-
тура  поверхности  при  Fo1  по  уравнению  (24)  составит 
ϑп (0,185 )  =  [–(1/3)(3  +  ln 0,558  –  1,082·0,185)]–3   =  0,493,  а 
по уравнению (31) – ϑп.0 (0,185 )  =  0,558 exp (–1,082·0,185)   =  
=  0,450. 

Оценим  погрешность  расчета  по  формуле  (7) 
при  времени  Fo1  несмотря  на  то,  что  Fo1  >  0,1.  Мо-
дифицированное  время  составит  N  =  py  =  1,128·2×  
×    =  0,97. Нулевое приближение по выражению (9)  
 

будет   После третьей итерации по  

 
уравнению (8) имеем Z3  =  0,556  =  ϑп (Fo1 ) вместо 0,493. 

Погрешность составит    
 

При  малых  числах  Био  (Bi  <  2)  погрешность  расчета 
температуры поверхности по уравнению  (7)  будет  го-
раздо меньше.

Для  сравнения  разных  моделей  были  рассчитаны 
температуры при Fo = 1 и представлены в таблице. 

Там же приведены расчеты по формулам (24) и (25) 
при малом показателе степени n = 0,01, и эти данные 
практически  совпали  с моделью α =  const,  что  свиде-

тельствует  об  адекватности  указанных формул  реаль-
ным процессам.

Из анализа таблицы вытекает, что, как и следовало 
ожидать, ввиду падающего по ходу процесса темпера-
турного  напора ΔТ,  а  следовательно  и  коэффициента 
теплоотдачи, температуры, рассчитанные по формулам 
(24)  –  (26), сильно завышены по сравнению с моделью 
α  =  const.  Неучет  зависимости  α  от  температуры  по-
верхности может привести к большим пог решностям.

При известном температурном поле (7), (23) – (26), 
следуя методике  [10], можно записать осевые относи-
тельные термические напряжения в любой точке тела:

               (33)

На поверхности тела (при Х = 1) имеем

                  (34)

в центральных точках тела (при Х = 0) запишем

                  (35)

где    максимально  возмож- 
 

ные термические напряжения, Па; β  –  линейный коэф-
фициент  термического  расширения,  1/К;  Е  –  модуль 
упругости, Па; ν  – коэффициент Пуассона.

Выводы. Получено решение для модели термически 
тонкого тела. Разработана инженерная методика расче-
та температур и термических напряжений на начальной 
и квазистационарной стадиях нагрева (охлаждения) тел 
правильной геометрической формы при коэффициенте 
теплообмена,  зависящем от температуры поверхности 
по степенному закону. Приведены формулы для расчета 
осевых термических напряжений
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CALCULATION OF THE TEMPERATURE AND THERMAL STRESS 
AT HEAT TRANSFER COEFFICIENT DEPENDING ON THE TEMPERATURE OF BODY SURFACE
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A.D. Gorbunov, S.V. Ukleina

Dneprodzerzhinsk State Technical University, Dneprodzerzhinsk, 
Ukraine

Abstract.  The  mathematical  problem  definition  considering  dependence 
of heat  transfer coefficient on surface  temperature  in case of heating 
(chilling) of bodies of the correct geometrical form in the form of an 
unrestricted  plate,  cylinder  or  sphere,  in  case  of  free  convection  in 
unrestricted amount was for  the first  time written down, thereby ma-
king  the  task of heat  conductivity nonlinear. The decision  for model 
of  thermally  thin body was  received. The calculation method for  the 
surface  temperatures  at  initial  stage was  developed. On  the  basis  of 
the  integrated  linearizing  transformations  the  engineering method  of 
fields  of  temperatures  and  axial  thermal  tension  in  a  quasistationary 
stage of heating (chil ling) of bodies of the correct geometrical form was 
develo ped for the case of the heat exchange coefficient depending on 
surface temperature under the sedate law according to the mode of free 
convection: laminar, transitional or turbulent. Verification of decisions 
on model of fixed heat transfer coefficient have shown that the error of 
decisions is acceptable for engineering calculations, and not accounting 
of the dependence of heat transfer coefficient on temperature can result 
in big inaccuracies. Formulas for calculation of axial thermal tension 
are given for any point of the body: on a surface and in the center.

Keywords: heating, cooling, bodies of an initial form, initial and quasista-
tionary stages, heat transfer coefficient, surface temperature, tempe-
ra ture fields, thermal tension, engineering calculation.
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